236 ATTILA PETHO

On the other hand, we can write

Ck(a’ u): Z diQi_lzpu/Qu’

i=1

with an integer P, > 1. One may justify (P,,a;)=1for j=1..,u—1bya
simple computation. From this follows immediately (P,,Q,) =1 and so we
have P, = p,, O, =q,-

Furthermore (—1)" =4, is true because of the assumption on the length
of C,(a, u). Therefore

a=Cyla,u)+d,,./a, Qﬁ_zQi = Cyla, u) + du+l/auQﬁ = Cyla, u+1).

This completes the verification of the last case. The other cases can be
verfied applying (2).
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We study the representation behaviour of a Z-lattice L on a positive definite
ternary quadratic space V over @. As a new tool for this we use the Bruhat-Tits
building of the spingroup of the completion of ¥ at a suitable prime p. In Section 2
we show how this can be described in an elementary way as a graph whose vertices
are the Z,-maximal lattices on V,, and in Section4 we let this graph induce a
graph, whose vertices are lattices on ¥, which differ from L only at the prime p. In
Section 3 we investigate which lattices from the graph defined in Section 2 have a
given vector in common. The results are used in Sections 5 and 6 to obtain infor-
mation on the representation behaviour of some special lattices. In Section 5 we get
a list of lattices, which represent all numbers they represent locally everywhere; this
list contains that given by Watson in [16]. In Section 6 we sharpen a result of
Jones and Pall from |6].

FINLEITUNG

Ein Z-Gitter L auf einem positiv definiten quadratischen Raum V der
Dimension 3 liber Q stellt bekanntlich nicht notwendig alle Zahlen dar, die
von all seinen Komplettierungen dargestellt werden, und fiir die Bestimmung
der Ausnahmezahlen kennt man kein allgemeines Verfahren, Selbst die
Endlichkeit ihrer Anzahl (unter gewissen zusétzlichen Einschrdnkungen) ist
nur unter Annahme einer Verallgemeinerung der Riemannschen Vermutung
bewiesen [13], und der Beweis liefert auch keine obere Schranke fiir diese
Anzahl. Man ist daher nach wie vor auf Untersuchungen in Einzelfdllen
angewiesen, wobei von besonderem Interesse diejenigen Gitter sind, die alle
Zahlen darstellen, welche sie lokal iberall darstellen, oder, was dasselbe ist,
welche von einem Gitter in ihrem Geschlecht dargestellt werden. Sie werden
z.B. von Jones und Pall in [6] und von Watson in [16] behandelt. Hier soll
ein Teil der Ergebnisse aus diesen beiden Untersuchungen neu bewiesen und
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erginzt werden, wobei wir als neues Hilfsmittel das Bruhat—Tits—Gebiude
der Spingruppe der Lokalisierung von ¥ nach einer geeigneten Primzahl
benutzen. In Section 2 wird gezeigt, wie man dieses in elementarer Weise als
einen Graphen beschreiben kann, dessen Ecken die Z p,-maximalen Gitter auf
V, sind, und in Section 4 wird der so erhaltene Graph ins Globale iiber-
tragen, indem man Gitter auf }~ betrachtet, die sich nur an der Stelle p
voneinander unterscheiden. In Section 3 wird untersucht, welchen Gittern aus
dem in Section 2 definierten Graphen ein gegebener Vektor gemeinsam ist.
Die dort erhaltenen Ergebnisse lassen nach Ubertragung ins Globale
mitunter Riickschliisse auf das Darstellungsverhalten von L zu. Wir erhalten
in Section 5 eine Liste von Gittern, welche alle Zahlen darstellen, die sie
lokal Ulberall darstellen; sie enthilt die von Watson in [16] aufgefiihrten
Gitter, sowie eine Reihe weiterer. In Section 6 werden einige Gitter aus [6]
behandelt; das dort festgestellte Darstellungsverhalten wird dabei zum Teil
neu bewiesen und die moglichen Ausnahmezahlen werden weiter
eingeschrinkt.

Die Arbeit ist eine Zusammenfassung meiner Dissertation [15], die unter
Anleitung von Prof. M. Kneser entstand. Ihm mdchte ich fiir zahlreiche
Anregungen herzlich danken.

1. BEZEICHNUNGEN

Fiir die quadratische Form ¢ und die zugehérige Bilinearform B auf einem
quadratischen Modul M gilt g(x + y) = g(x) + q(») + B(x, ). Ist M frei mit
Basis e,,..,e, und n=2m+ 1 ungerade, so ist det(B(e,, e;)) = 2P,(q(e)),
Bl(e;,e))), wo P, ein Polynom mit ganzrationalen Koeffizienten in den
Verédnderlichen X, und X,; (i#/) ist; nach [l10] nennen wir die
Quadratklasse von (—1)" P,(q(e;), B(e;, ¢;)) die Halbdiskriminante von M,
bezeichnet mit disc(M). Ist n = 2m gerade, so bezeichnen wir mit disc(M) die
Quadratklasse von (—1)™ det(B(e;, ¢;)). Mit n(M) bezeichnen wir das von
den g(x) (x€ M) erzeugte Ideal; 7, -Maximalitit eines Gitters heift
Maximalitdt unter der Bedingung n(M)< Z,. Die iibrigen Bezeichnungen,
die nicht erklart werden, lehnen sich an [12] an.

2. DER LokALE GRAPH

In diesem Abschnitt sei p eine feste Primzahl, ¥ ein regulérer
quadratischer Raum der Dimension 3 tiber Q. Bekanntlich [5, Satz 9.6] gibt
es bis auf Isomorphie nur ein Z -maximales Gitter auf V, L sei ein solches. V'
sei so, dall L ein halbregulirer quadratischer Z,-Modul (im Sinne von [10})
ist, d.h., fiir die Halbdiskriminante disc(L) gilt disc(L)< Z*; V ist dann

p>
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notwendig isotrop [10, Satz 14.7]. Fiir zwei Z -maximale Gitter L, M auf ¥
ist dann (L :LNM)=(M:LNM)=p" fiir ein n € N; wir kénnen daher
definieren:

DeFINITION 1. Sind L, M Z,-maximale Gitter auf ¥, (L:LNM)=
(M:LNM)=p", so schreiben wir d(L,M):=n. d(L,M), heit der
Abstand von L und M, ist d(L, M) =1, so heiflen L und M benachbart.

Ahnlich wie in [8] lassen sich zwei Z ,maximale Gitter auf ¥ durch eine
Kette zueinander benachbarter Gitter verbinden:

Lemma 1. (i) Ist x€p~'L, x€L, qx)€Z, und L,:={y€EL]|
B(y,x)e Z,}, L, :=L,+Z,x, so ist L, Z,-maximal und d(L,L,)= 1.

(i) Ist zusdtzlich x' €p~'L, x' € L, q(x') € Z, und L,.,L analog
zu (i) definiert, so ist L,=L} genau dann, wenn es ¢ € Z, gibt mit
cx—x'&€L. )

(i) Ist M ein weiteres Z -maximales Gitter auf V und gilt zusdtzlich
zu den Voraussetzungen von (i) noch x € M, so ist d(L,, M) =d(L, M) — 1.

(iv) Ist M wie in (iii), so gibt es Gitter Ly=L, L, oLy, =M
(n=d(L, M)y mit d(L;,L;, )= 1.

Beweis. Wire B(x,L)=Z,, so wire LcL, im Widerspruch zur
Maximalitdt von L, also gilt B(x,L)=p~'Z,, und hieraus folgt (L : L) = p.
Daher ist disc(L,)< p*Z), und da dise(L,) = Z, gilt, folgt (L,:L,)<p,
also (L, :L,)=p, disc(L,) S Z). L, ist also Z,-maximal [5, Satz 9.3], und
wegen L, =L ML, gilt (i). Zu (ii): Ist x' =cx+ymit yE L, c € Z ), so ist

. VEL,, da g(x), g(x’) und ¢(y) in Z, liegen; also gilt x’ € L,. Weiter siecht

man, dal} fir y’ € L wegen ¢ € Z S gilt: B(x,)') € Z, < B(x',y') € Z,, also
L, =L, und daher auch L;=L,. Ist umgekehrt L! =L,, so ist X’ =y + ¢x
(yE€L, ceZ,), und wegen x' & L folgt ¢ € Z). Zu (iii): In diesem Fall ist
MANL =MNL, +Z,x2MNL,=MNL. Sind z,=y,+c,xEMNL,
(i=1,2,¢,€Z,,y,€L,),s0giltz,—z,EMNLec, —c, € pZ,, also ist
(MML,:MNL)=p, und daraus folgt die Behauptung. (iv) folgt durch
wiederholte Anwendung von (iii).

LEMMA 2. Die Bezeichnungen seien wie in Lemma 1, es gelte xE M.
(i) Istx'€L+M,soist L{=L,.
(i) Ist x' €L + M, so ist d(M,L})=d(M,L) + 1.
Beweis. Zu (i): Nach Lemma 1(i) kann man ohne Einschrinkung
x" € M annehmen. Es gibt eine Basis {e,, e,, e;} von L mit g(e,) = g(e,) = 0,

B(e,,e;) =1, ey senkrecht zu e, und e,, so daB {p'e,,p’e,,p'e;} mit
gewissen r,s, € Z eine Basis von M ist [5, Satz 9.5]. Da L und M Z,
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maximal sind, folgt ¢ =0, r = —s. Betrachtet man diese Basis, so sieht man:
MNp 'L:MNL)=p. Daraus folgt wegen MNp 'LCMNL, c
MNL, daB MNp~'L=MNL, gilt, und ebenso folgt MMp 'L =
MNL:, Also gilt x € L1, und wegen Lemma 1(iii) folgt L{=L,.

Zu (ii): Ist z=y+cex’'€MNL] (yEL,, cEZ,), so ist cEpZ,
und daher z € L,,MM, denn andernfalls wire x'=c~ 'z —c 'y EL + M.
Weiter gilt ML, #MMNL, Andernfalls wire nidmlich x' € (L "YM)* =
L* 4 M* (L* das zu L duale Gitter). Im Fall p# 2 ist dies wegen M* =M,
L*¥=1 [12, 82:14b] unmdglich. Ist p=2 und sind {e,,e,,e;},
{27¢,,27"e,, e;} (r €N) die oben erwihnten Basen von L und M, so ist
L+ M*=7,e,+7,(27"e;,) + Z,(es/2). Wire nun x' =c e, +¢,2 e, +
c,e,/2 €LY + M* (¢, € Z,), so miiite wegen x’ € L + M gelten: ¢; € Z5,
und wegen x’ € 27 'L wiirde ¢, = 2""'¢} (¢} € Z,) folgen; daraus ergibt sich
aber ein Widerspruch zu g{x')€ Z,. Es gilt also MNL, =#MMNL, und
shnlich wie in (i) hat man MM Li=MNpL, MNL:MNL{)=p, also
die Behauptung.

Satz 1. Sei X der Graph, dessen Ecken die 7 -maximalen Gitter auf V
sind, und in dem zwei Ecken L und M genau dann durch eine gemeinsame
Kante verbunden sind, wenn d(L, M) =1 gilt.

(i) X ist ein Baum (d.h., ein zusammenhdngender Graph ohne
Kreise), fiir zwei Ecken L, M ist d(L, M) die Ldnge des kirzesten Weges von
L nach M in X.

(ii) Jede Ecke L hat genau p + 1 Nachbarn in X, diese entsprechen
umkehrbar eindeutig den isotropen Geraden in L/pL.

Beweis (fiir die verwendeten graphentheoretischen Begriffe siehe
[1, Annexe] oder [14, Kap.I]). (i) folgt sofort aus Lemma 1 und Lemma 2.
Zu (ii): Man zdhlt leicht ab, daB es in V' :=L/pL (mit der modulo p
reduzierten quadratischen Form) genau p + 1 isotrope Geraden gibt. Ist M
zu L benachbart, xEM Mp~ 'L mit M=L_ +Z,x, so ist F,(px) eine
isotrope Gerade in V, die nach Lemma 1(ii) unabhéngig von der Auswahl
von x ist, und diese Zuordnung ist (ebenfalls nach Lemma 1(ii)) injektiv. Ist
andereseits Z € V¥ ein isotroper Vektor, z € L ein Représentant und z =
cie,+cye,+cie; (¢, €Z,) beziiglich der Basis aus dem Beweis von
Lemma 2, so kann nicht gleichzeitig ¢, € pZ, und c, € pZ, gelten, da dann
wegen q(z) € pZ, auch c, € pZ, wire, also z=0 gilte. Sei also ectwa
c, €ZF und a :=q(e,), z' :=(—c;'cia) e, + c,e; + cyey, 50 ist z—z' € pL
und g(z') =0, mit x :=p~ 'z’ kann man also den Nachbarn M =L +Z ,x
von L bilden, und unter der obigen Zuordnung wird M die Gerade F,7
zugeordnet. Die Zuordnung ist also auch surjektiv, und damit ist alles
gezeigt.
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Bemerkung 1. In [14] untersucht Serre das Bruhat-Tits—Gebdude fiir
SL,(Q,) (dort als “P’arbre de SL,” bezeichnet). Dies ist ein Graph T, dessen
Ecken die Homothetieklassen X von Gittern K auf einem zweidimensionalen
Vektorraum W iiber @, sind. Nun sind bekanntlich (da V isotrop ist) die
zweite Cliffordalgebra C*(¥) von ¥ und M,(Q,) isomorph [5, Sect. 5.2],
und man kann den Isomorphismus @:M,(Q,)— C*(V) so wihlen, daB
My(Z,) auf C*(L) abgebildet wird, ferner wird SL,(@,) auf Spin(}V)
abgebildet. Ist nun K ein festes Gitter auf W und M,(Q,) mit End(W)
beziiglich einer Basis von K identifiziert, so kann man durch @,:A4K—
O(4)LP(4)"" eine Abbildung ®,:|T|— |X| definieren, denn man rechnet
leicht nach, dal aus 4K = BK folgt, dal ®(4)LP(4) "' = O(B)LSH(B)™!
gilt. Man rechnet ebenfalls nach (fiir die Einzelheiten siehe [15, Sect. 3]),
daB diese Abbildung bijektiv ist und den Abstand erhilt. Die Abbildung @
induziert also einen Isomorphismus des Graphen T auf den Graphen X, der
mit den Operationen von GL,(Q,) bzw. C*(V)* auf T bzw. X vertriglich
ist. Man sieht also, daf3 der Graph X nichts anderes ist als das Bruhat—Tits—
Gebidude der Spingruppe.

Bemerkung 2. Die bisherigen Ergebnisse gelten analog, wenn man statt
Q, einen beliebigen lokalen Korper betrachtet. Man muB3 nur p an den
richtigen Stellen durch die Ordnung p” des Restklassenkorpers ersetzen; z.B.
hat in X dann jede Ecke genau p” + 1 Nachbarn.

3. GEMEINSAME VEKTOREN BENACHBARTER GITTER

Die Bezeichnungen sind wie in Section 2. Wir wollen in diesem Abschnitt
fiir y € L untersuchen, welche Nachbarn von L den Vektor y ebenfalls
enthalten. Allgemeiner fragen wir: Welche Gestalt hat X,, wo X, der zu
{M € |X| y € M} gehérige volle Untergraph von X (im folgenden auch der
zu y gehorige Untergraph von X genannt) ist?

LEMMA 3. X, ist zusammenhdngend.

Beweis. Verbindet man zwei Gitter M,M’' €|X| nach Lemma I(iv)
durch eine Kette M,,.., M, zueinander benachbarter Gitter, so ist nach
Konstruktion MMM’ in allen M, enthalten.

LEMMA 4. y €L sei ein maximaler Vektor, q(y) € pZ,. Dann gibt es
genau einen Nachbarn L' von L in X, der y enthdlt. Ist g(y) $p2Zp, 5o sind
L und L' die einzigen Gitter in |X|, die y enthalten.

Beweis. Die Nachbarn von L entsprechen nach Satz 1 den isotropen

Geraden in V= L/pL, dabei entsprechen diejenigen Nachbarn von L, die y
enthalten, Geraden F,%¥ mit B(x,7)=0. Die Gerade I, j erfiillt diese
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Bedingung offenbar. Wire ¥ ein von j linear unabhingiger Vektor aus ¥ mit
G(%) =0, B(X, ) =0, so kénnte man &, y zu einer Basis von ¥ ergidnzen und
einen Widerspruch zur Halbregularitdt von ¥V erhalten, indem man die
Halbdiskriminante beziiglich dieser Basis ausrechnete. Ist q(y)eépzzp, so
gilt diese Uberlegung fiir jedes p enthaltende Gitter aus |X|, und weil X,
zusammenhédngend ist, folgt die Behauptung.

Lemma 5. Seiy€L,q(y)EZ), B(y,L)=2Z,.

(i) Ist (Q,y)" anisotrop, L' € |X| mit yE L' und B(y,L")=2Z,, so
ist L'=1L.

(ii) Ist ((Olpy)L eine hyperbolische Ebene, so hat L in X genau zwei
Nachbarn L, L, mity€ L;, B(y,L;))=2Z,.

Beweis. Ist L'€|X| mit y€L’, B(y,L')=2Z,, so ldbt y sich
orthogonal abspalten, L' =7,y L M', wo M’ ein Z -maximales Gitter auf
(Q, »)* ist. Im Fall (i) gibt es nur ein Z,-maximales Gitter auf (@, y)* [12,
91:11], im Fall (ii) sei L=2Z,y L M und {e,,e,} eine Basis' fiir M mit
q(e;) =qle,) =0, B(e,,e,)=1. Dann sind die Z,maximalen Gitter auf
(Q, »)* von der Gestalt Z,(p"e,)+ Z,(p "e,) (n€ Z); dies liefert fiir
n=+1 die Nachbargitter L,, L,.

LEMMA 6. Sei p=2, yEV mit g(y)=:a € ZYX. Dann gilt: Es gibt
genau dann ein Gitter M E|X| mit yEM und B(y,M)=2Z,, wenn
a € disc(V) oder a € 5 disc(V) gilt.

Beweis. Erfiillt M die obigen Bedingungen, so kann man M=N L Z,y
mit einem Z,-maximalen reguliren Gitter N auf (Q,y)" schreiben. Hieraus
folgt {12, 93:11] disc(Q, N) = (Q)? oder disc(Q,N) = 5(Q))?, also wegen
a disc(V) = disc(Q, N) die Notwendigkeit der Bedingung. Ist {e,,e,, e;} die
schon frither benutzte Basis von L, g(e;) =: b € disc(V), z = 2e, + 2be, + e,,
so gilt g(z)=:b'"€5 disc(V), und wegen B(z,L)=2Z, 1ait z sich
orthogonal abspalten, L =7,z L K. Ist a € disc(V) bzw. a € 5 disc(V), so
145t sich ohne Einschrdnkung b = a bzw. b’ = @ annehmen. Wihlt man dann
nach dem Wittschen Satz ¢ € O(V) mit ¢(e;) =y bzw. ¢(z)=y, so ist
M = ¢(L) das gesuchte Gitter.

LemMMmAa 7. Seip=2,y& L mitq(y)=a€ 2, B(y,L)=12,. Dann gibt
es genau einen Nachbarn L’ von L in X, der y enthdlt. Fur diesen gilt
B(y,L')y=2Z, genau dann, wenn a € disc(V) oder a € 5 disc(V) gilt. Ist
das nicht der Fall, so sind L' und L die einzigen Gitter in |X|, die y
enthalten.

Beweis. Das orthogonale Komplement {7}* von 7 in ¥V'=L/2L ist eine
Hyperebene H, die y enthilt, also sicher nicht regulér ist. Enthielte sie zwei
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linear unabhéngige isotrope Vektoren, so miifiten diese orthogonal
zueinander sein, und wie in Lemma 4 ergibe sich ein Widerspruch zur
Halbregularitit von V. Andererseits enthilt H einen isotropen Vektor, denn
ist Z € H anisotrop, so ist §(£ + )= 0. L hat daher genau einen Nachbarn
L' in X, der y enthélt. Gilt B(y,L')=Z,, so gilt obiges Argument auch fiir
L', und wie bei Lemma 4 folgt, dall L’ und L die einzigen Gitter in | X| sind,
die y enthalten. Wegen Lemma 6 kann das fiir a € disc(V) oder a €5
disc(¥) nicht wahr sein, so dafl die Behauptung folgt.

SaTz 2. Sei y € L mit q(y)=a& p*Z,. Dann gilt:

(i) Istp#2,a€7), addisc(V), so besteht X, aus einem Punkt.

(i) Istp+#2,a€Z),a€disc(V), so ist X, eine Gerade.

(iii) Ist p beliebig, a € pL), so besteht X, aus zwei miteinander
verbundenen Punkten.

(vy Ist p=2, a€Z und a€3 disc(V) oder a€ 7 disc(V), so
besteht X, aus zwei miteinander verbundenen Punkten.

(v) Istp=2 a€Z},acs disc(V), so besteht X, aus vier Punkten,
von denen einer mit den drei anderen verbunden ist.

(vi) Ist p=2, a€Z5}, acdisc(V), so besteht X, aus einer Geraden

sowle zusdtzlich zu jedem Punkt der Geraden einem weiteren Punkt, der mit
ihm verbunden ist. (Siehe Fig. 1.)

Bemerkung 3. Fiir q(y) € p*Z,, 1aBt sich die Gestalt von X, aus Satz 2
ableiten, indem man sukzessiv p~'y,.., p~ 'y, betrachtet (ord, (g(y))=2r

_oder 2r + 1)
/‘} o
/'/'/ i———o O o ...
iii)iv o—0
v) /k
vi}

Fic. 1. Gestalt von X, in den Fillen von Satz 2.
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Bemerkung 4. Lemmad bis Lemma 7 zeigen speziell, daf3 fiir p =2
jeder Vektor y € L in wenigstens einem Nachbarn von L in X enthalten ist.

Bemerkung 5. Wie in Bemerkung2 gelten die Ergebnisse dieses
Paragraphen auch noch, wenn man Q, durch einen lokalen Korper ersetzt
und zusitzlich verlangt, dall in dessen Hauptordnung o die Zahl 2 eine
Einheit oder ein Primelement ist. Ohne diese Voraussetzung tritt der Fall
20 = B(y, L) < p hinzu, der schwieriger zu behandeln ist.

4, UBERTRAGUNG INS GLOBALE

In diesem Paragraphen sei ¥ ein dreidimensionaler regulérer quadratischer
Raum tiber @. Wir wollen durch den Graphen aus Section 2 einen Graphen
induzieren, dessen Ecken gewisse Z-Gitter auf V sind.

Satz 3. Sei L ein Gitter auf V, p eine Primzahl, so daffi L, ein
halbreguldrer quadratischer Z,-Modul ist. Dann ist L, ein Z,maximales
Gitter auf V,, und man kann einen Graphen Z(L, p) wie folgt definieren:

Die Ecken von Z(L, p) sind die Gitter M auf V aus dem Geschlecht von L
mit M,.=L,, fiir alle Primzahlen p' +# p, zwei Ecken M und M' werden
genau dann durch eine Kante verbunden, wenn in dem zu V, gehérigen
Graphen X (nach Section 2) M, und M, benachbart sind. In diesem Fall
schreiben wir auch d(M,M', p) =1 und nennen M und M' benachbart. Fiir
Z(L,p) gilt genau wie fiir X: Jede Ecke hat genau p + 1 Nachbarn. Ferner
gilt: Fiir y€EL, ME|Z(L,p)| ist yEM genau dann, wenn y € M, gilt.
Bezeichnet man mit Z (L,p) den vollen Untergraphen von Z(L,p) zu
(M €|Z(L,p)l|ly €M}, so ibertragen sich die Ergebnisse tiber X, von
Section 3 auf Z,(L, p).

Beweis. Dies folgt aus den bekannten Tatsachen liber Lokalisierungen
von Gittern.

SATZ 4. Seien L,p wie in Satz 3. Dann enthdlt Z(L, p) Gitter aus allen
Klassen im Spinorgeschlecht von L. Ist M in derselben Klasse wie L, so ist
die Verteilung der Nachbarn von M auf die Klassen in gen(L) die gleiche wie
bei L.

Beweis. Der erste Teil folgt nach [10, 24.3], der zweite wegen
d(L, K, p) = d(p(L), 9(K), p) fir p € O(V).

Satz 5. Seien L,p wie in Satz 3, w(LY<S Z, M ein Nachbar von L in
Z(L,p). Dann gilt: Es gibt x€Ep~ 'L mit x& L, q(x)E Z und M=L, + Zx
(L,:={yEL|B(y,x)€E Z}). Umgekehrt fiihrt jedes solche x auf diese
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Weise zu einem Nachbarn von L. Die Nachbarn von L in Z(L,p)
entsprechen den isotropen Geraden in L/pL.

Beweis. Dies folgt aus den gleichen Eigenschaften fiir den lokalen
Graphen X aus Section 2, wenn man beachtet, dal L dicht in L, ist.

5. DARSTELLUNG UND Z(L, 2)

Auch in diesem Abschnitt sei ¥ ein dreidimensionaler regulérer
quadratischer Raum lber @, der zusdtzlich als positiv definit vorausgesetzt
wird. L sei ein Gitter auf V, so dall die Komplettierung L, ein halbregulérer
quadratischer Z,-Modul ist, ferner gelte n(L) < Z. Fiir K € gen(L) bezeichne
N(L, K, 2) die Anzahl der Nachbarn von L in Z(L, 2), die in der Klasse von
K liegen.

Satz 6. Sei gen(L)=spn(L), das Geschlecht von L bestehe aus zwei
Klassen. Dann gilt: Wird a € Z vom Geschlecht von L dargestellt und ist
a € disc(V,) oder a € 5 disc(V,), so wird a von L dargestellt.

Beweis. Wegen der Halbregularitit von L, ist a = 22"’ mit ungeradem
a', und auch a’ wird vom Geschlecht von L dargestellt; X sei ein Gitter aus
|Z(L,2)l mit y €K, g(y)=a’. Wegen Lemma 6 gibt es M €|Z(L, 2)| mit
yEM und B(y, M) < 2Z; y liegt dann in allen Nachbarn von M. Da das
Geschlecht von L nur aus zwei Klassen besteht, ist entweder M oder einer
seiner Nachbarn aus der Klasse von L, denn sonst gébe es in Z(L, 2) im
Widerspruch zu Satz 4 nur Gitter einer Klasse. L stellt also @’ und damit
erst recht a dar.

Satz 7. Unter den Voraussetzungen von Satz 6 bestehe das Geschlecht
von L aus den Klassen von L und K. Dann gilt: Ist N(K, L, 2)= 3, so stellt
L alle Zahlen dar, die von gen(L) dargestellt werden. Ist zusdizlich
N(L,K,2)=1, so stellt L alle Zahlen primitiv dar, die von gen(L) primitiv
dargestellt werden.

Beweis. Nach Satz 4 gibt es in |Z(L, 2)| Gitter beider Klassen aus dem
Geschlecht, wir konnen also ohne Einschrinkung K €|[Z(L,2),
d(L,K,2)=1 annehmen. Wird a nun (primitiv) von K dargestellt, so sei
y €K ein {maximaler) Vektor mit g(y)=a. Nach Bemerkung 4 und Satz 3
liegt y in wenigstens einem Nachbarn L’ von X in Z(L,2). Da nach
Voraussetzung N(K, L,2) =3 gilt, ist L' € cls(L), L stellt also a dar., Sei
nun zusitzlich N(L, K, 2) = 1, y maximal in K. Ist y auch maximal in L’, so
sind wir fertig, andernfalis gilt y’:=yp/2 € L’; nach Voraussetzung ist
y" & K. Nach den Ergebnissen von Section 3 und Satz 3 liegt y’ entweder in

i
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allen Nachbarn von L’ oder in genau einem, und da y’ & K gilt, ist letzteres
der Fall. Wegen N(L’,K,2)=1 gibt es also einen Nachbarn L” & cls(L)
von L’ mit y' € L”. Da aber y in allen Nachbarn von L' liegt, ist y ein
maximaler Vektor in L”, d.h., L” und damit L stellt @ primitiv dar.
Um den vorigen Satz besser anwenden zu konnen, stellen wir einen
Zusammenhang zwischen den Zahlen N(L, K, 2) und den Einheitengruppen
-von L und K her.

LEMMA 8. Sei K € |Z(L,2), mit d(L,K,2)= 1. Dann gilt: Ist #0(L) #
#0(K), so ist N(L,K,2)=(O(L) : O(L) N O(K)).

Beweis. Ist 9 € O(L), so ist d(L,0(K),2)=d(L,K,2)=1, und die
Anzahl der Nachbarn K’ von L, fiir die es ein ¢ € O(L) gibt mit ¢(X) =K’
ist (O(L): O(L) N O(K)). Ferner gilt: Ist w € O(V), so gibt es ¢ € O(L) mit
w(K) = ¢(K) genau dann, wenn y € O(L) O(K) gilt. Ist N(L, K, 2)#= (O(L):
O(L)M O(K)), so gibt es also w € O(V), w &€ O(L) O(K), so daBl y(K) ein
Nachbar von L in Z(L,2) ist. Dann ist w~'(L) ein Nachbar von X in
Z(L,2), y '€ OK)O(L), also N(K,L,2)+# (O(K):O(L)N O(K)). Wir
kénnen daher ohne Einschriankung #O(L) > #0(K) annehmen, indem wir,

“falls nétig, L und K vertauschen, Da nach dem eingangs gesagten (O(L):
O(L) M O(K)) jedenfalls nicht gréBer als die Anzahl der Nachbarn von L
sein kann, kann dieser Index nur die Werte 1, 2, 3 annehmen. Ist er gleich 3,
so ist offenbar N(L,K,2)=(OL):0L)NOK))=3. Sei nun (O(L):
O(L)YN O(K))=2. Dann mull wegen der Voraussetzung #O(L) > #O0(K)
gelten: O(K)= O(L) N O(K), also O(K)< O(L). Wére nun N(L, K,2) > 2,
so gibe es w € O(V) mit w &€ O(L), w(K) € |Z(L, 2)|, d(L, w(K),2) = 1. Sei
1€ O(L), 1 € O(K), p € O(L) beliebig, dann ist ¢(X) ein von K und w(K)
verschiedener Nachbar von L in Z(L,2), und pw(K) ist ebenfalls ein
Nachbar von L. Wire pw(K) =K oder py(K)=1(K), so wirde v € O(L)
folgen, also muf3 pyw(K) = w(K) flr alle p € O(L) gelten. Das ist aber wegen
#O(L) > #0(K) = #0(w(K)) unmdéglich, die Annahme N(L, K, 2) > 2 fiihrt
also auf einen Widerspruch.

Im folgenden bezeichnen wir mit (a,,/2, @,,/2,ay3/2, a53,4a,5,a,,) €in
Gitter mit der Matrix (a;).

KoOROLLAR 1. Das Gitter (1,1,3,1,0,0) mit der Halbdiskriminante
—11 stellt alle Zahlen dar, die von seinem Geschlecht dargestellt werden.
Jedes Gitter aus Tabelle 1 stellt alle Zahlen primitiv dar, die von seinem
Geschlecht primitiv dargestellt werden.

Beweis. Alle aufgefiihrten Gitter liegen nach den Tabellen von Brandt
und Intrau {3] in zweiklassigen Geschlechtern. Da aul3er den Gittern Nr. 7,
8, 13, 14 aus obiger Tabelle filir alle aufgefiihrten Gitter die
Halbdiskriminante keinen Primteiler in dritter Potenz enthélt, folgt nach
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TABELLE 1
Nr. Gitter Halbdiskriminante
1 (1,2,2,1,0,0) —15
2 (1,2,3,2,0,1) —17
3 (1,2,3,0,0,1) —21
4 (1,3,4,0,1,0) —45
5 (1,3,6,3,0,0) —63
6 (1,4,5,0,0, 1) -175
7 (1,3,12,3,0,0) -135
8 (2,2,9,0,0,1) —135
9 (1,2,21,0,0, 1) --147
10 (2,2,15,0,0,1) —225
11 (3,5,6,1,2,3) —289
12 (3,6,7,0,0,3) —441
13 (1,4,45,0,0, 1) —675
14 (5,6,6,3,0,0) —675

Satz 5 aus [7], daB} in diesen Féllen Spinorgeschlecht und Geschlecht zusam-
thenfallen. Fir die Gitter Nr. 7, 8, 13, 14 muf3 man nach [7] und [4] die
Spinornormen der lokalen Einheitengruppen bestimmen und anschliefend
mit Satz2 aus [7] die Anzahl der Spinorgeschlechter im Geschlecht
berechnen. Dies soll hier nicht im einzelnen durchgefiihrt werden; es ergibt
sich in allen Fillen, dall Geschlecht und Spinorgeschlecht zusammenfalien.
Fir alle aufgefiithrten Gitter ist ferner die Komplettierung an der Stelle 2 ein
halbreguldrer quadratischer Z,-Modul. Sei nun L das jeweils behandelte
Gitter, K ein Reprisentant der anderen Klasse in gen(L). Dann ist nach [3]
im ersten Fall 2 #0(K)=3#0(L), in den Fillen aus Tabelle I ist #0(K) =
3#0(L). Nach Lemma 8 folgt in allen Fillen N(X, L, 2) = 3, in allen Féllen
aus Tabellel folgt zusidtzlich N(L,K,2)=1. Nach Satz7 folgt die
Behauptung.

Bemerkung 6. Das Resultat von Korollar 1 ist fiir (1, 1,3,1,0,0) und
die ersten drei Formen aus Tabelle I auf anderem Wege schon von Watson in
[16] bewiesen worden. Dort wird sogar gezeigt, dall dies bei quadratfreier
Halbdiskriminante die einzigen positiv definiten terndren Gitter mit der
angegebenen Eigenschaft sind. Tabelle I enthilt alle positiv definiten ternéren
Gitter der Halbdiskriminante >—1000, fiir die der Beweis von Korollar 1
moglich ist. Berechnet man fiir kleinere Halbdiskriminanten die Ordnungen
der Einheitengruppen (etwa nach [2]), so lassen sich auf die gleiche Weise
moéglicherweise weitere Beispiele gewinnen. Deren Anzahl ist jedoch
notwendig endlich, da der Beweis von Korollar 1 davon abhingt, daf3 es nur
zwei Klassen im Geschlecht des Gitters gibt, nach [11] und [9] aber aus der
Siegelschen Mafdformel folgt, dall es zu gegebenem Rang und gegebener

641/14,2:9
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Anzahl der Klassen im Geschlecht stets nur endlich viele Klassen positiv
definiter Gitter gibt.

6. DARSTELLUNG UND Z(L, p) FUR p# 2

Als Beispiel filr die Anwendung des Graphen Z(L, p) auch fiir p + 2 bei
der Untersuchung des Darstellungsverhaltens betrachten wir die Geschlechter
der Gitter (1,2,32,0,0,0) und (1, 8, 32,0, 0, 0), beweisen das in {6] fiir sie
hergeleitete Darstellungsverhalten neu und verschirfen die dortigen Aussagen
noch. Hierfiir untersuchen wir zunéchst das Gitter L = (1, 32, 32,0,0, 0),
das in beiden Gittern als Untergitter enthalten ist.

LEMMA 9. Das Gitter L =(1,32,32,0,0,0) liegt in einem Geschlecht,
das aus zwei Spinorgeschlechtern besteht. Die Klassen dieses Geschlechts
sind L, K= (4,17,17,2,4,4) und M= (4,9, 32,0,0, 4), dabei bilden L und
K das eine, M das andere Spinorgeschlecht. Alle Zahlen, die vom Geschlecht
von L, aber nicht von allen Spinorgeschlechtern in diesem Geschlecht

- dargestellt werden, sind Quadrate ganzer Zahlen.

Beweis. Aus Platzgriinden wird hier auf den (rechnerischen) Beweis
(siehe [15, Sect. 7]) verzichtet.

KOROLLAR 2. Die Gitter L'=(1,2,32,0,0,0) und L=
(1,8,32,0,0,0) stellen alle Zahlen dar, die von dem jeweiligen Geschlecht
dargestellt werden.

Beweis. Unter Ausnutzung von Lemma9 erhidlt man dies mit etwas
Rechnung, siehe [15, Sect. 7] sowie [6].

Sarz 8. (i) Das Geschlecht von L' = (1,2,32,0,0,0) besteht aus den
Klassen von L’ und M' = (2,4,9,4,0,0). M’ stellt alle Zahlen dar, die vom
Geschlecht dargestellt werden, aufler 1 und einigen Zahlen, die kongruent zu
3 modulo 8, zu 0 oder 1 modulo 3 und zu 0, 2 oder 3 modulo 5 sind und
keinen Primteiler quadratisch enthalten.

(il) Das Geschlecht von L"=(1,8,32,0,0,0) besteht aus den
Klassen von L" und M" ~(4,8,9,0,4,0). M" stellt alle Zahlen dar, die
vom Geschlecht dargestellt werden, aufler der Zahl 1.

Beweis. Fiir die jeweils erste Aussage von (i) und (ii) siehe [3, 6]. Dal
M’ und M" die Zahl 1 nicht darstellen, ist offensichtlich, Rechnung zeigt
ferner, dal M’ die Zahlen 3, 43, 163 und 907 nicht darstellt [6, S. 181];
Berechnung mit einem elektronischen Computer ergab, dal} dies die einzigen
Ausnahmezahlen unterhalb 1 Million sind. Ob M’ weitere Zahlen nicht
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darstellt, die obigen Bedingungen geniigen, ist nicht bekannt. M’ bzw. M”
stellt lokal wie global die gleichen geraden Zahlen dar wie (2,4, 36, 8,0, 0)
bzw. (4, 8, 36,0, 8, 0); diese Gitter liegen in einklassigen Geschlechtern 3],
stellen also alle Zahlen dar, die sie lokal iiberall darstellen, fiir gerade Zahlen
folgt also die Behauptung. Aus Lemma9 folgt, dafl das Untergitter M =
(4,9,32,0,4,0) von M’ und M" alle ganzen Zahlen darstellt, die kongruent
zu 1 modulo 8 und keine Quadrate sind, dies gilt also erst recht fiir M’ und
M". Wenn wir jetzt noch zeigen, dafl M’ und M” alle Zahlen darstellen, die
vom jeweiligen Geschlecht dargestellt werden und von wenigstens einer
Primzahl quadratisch geteiit werden, so sind wir bis auf die Aussagen Ulber
das Verhalten modulo 3 und modulo 5 fertig (diese treten fiir M” nicht auf,
da die Komplettierung M4 nur Zahlen darstellt, die kongruent zu 1 modulo 8
sind). Sei also etwa a € g(gen(M')) (dic Aussage fiir M" folgt genauso), p
ungerade mit p*|a. Wir kénnen Z(M', p) betrachten, und da gen(d’) nur
zwei Klassen enthilt, konnen wir ohne Einschrinkung d(L',M’',p)=1
annehmen, also pL’ < M'. Da auch a/p? von allen Komplettierungen von M’
dargestellt wird, gilt a/p* € g(L’) oder a/p* € q(M'), in jedem Fall folgt
a€qM"). Zum SchluB sei a & g(gen(M')), a=2mod3, yEL’ mit
q(y) = a. Die Gitter in Z(L', 3), die y enthalten, bilden wegen Lemma 5(i)
eine Gerade in Z(L', 3), die nur durch Gitter aus der Klasse von L' verlduft,
falls a & g(M") gilt. Ist {!?, e, e,} eine Basis von L', beziiglich der L’ die
angegebene Matrix hat, so rechnet man nach, daf3 die einzige Gerade durch
L' in Z(L', 3), die nur durch Gitter aus der Klasse von L’ geht, von den
Gittern

LY =Ze\" + Zel™ + Ze, (nezZ)
mit
3e{” = e — 26V = et 1 26D,
38(2") — 4e(ln—l) + e(2n~l) — _4e(1n+l) + egn%—l)

gebildet wird. Setzt man daher y = ¢{Ve{™ + ¢Mel” + cye; (c{”, ¢V, ¢; € 7),
so erhidlt man hieraus

3C(ln+1) — c(kn) - 40(271)5 3CE7_"+1) — zc(ln) + C(2’1)9
3C(1n‘1) — c(ln) + 4(,';"), 30(211—1) =_2c§n) + C(zn).
Hieraus folgt durch Induktion nach r, daB ¢ =c¢{” =0 mod 3" fiir alle
1 2

reN, n€Z gilt, also ¢ =¢{™ =0 ist (n € Z). Es gilt also a = 32¢}, eine
solche Zahl wird aber von M’ offensichtlich dargestellt. Die Behauptung fiir
a=+1mod 5 folgt auf die gleiche Weise durch Untersuchung von Z(L’, 5).

Bemerkung 7. Eventuell 146t sich das Ergebnis durch Betrachtung
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weiterer Primstellen noch verschidrfen, doch wichst hierbei der
Rechenaufwand erheblich an.

LITERATUR

1. N. BourBaKi, “Groupes et algébres de Lie,” Chap. IV, Hermann, Paris, 1969.

2. H. BranDT, Uber die Reduktion der positiven terndren quadratischen Formen, Math.
Nachr. 9 (1953), 249-254.

3. H. BranDT UND O. INTRAU, “Tabellen reduzierter positiver terndrer quadratischer
Formen,” Akademie-Verlag, Berlin, 1959,

4, A. G. EARNEST UND J. S. Hsia, Spinor norms of local integral rotations, II, Pacific J.
Math. 61 (1975), 71-86.

5, M. EICHLER, “Quadratische Formen und orthogonale Gruppen,” Springer, Berlin/
Heidelberg/New York, 1974,

6. B. W. JoNEs UND G. PaLL, Regular and semi-regular positive ternary quadratic forms,
Acta Math. 70 (1940), 165-191.

7. M. KNESER, Klassenzahlen indefiniter quadratischer
Ver#nderlichen, Arch. Math. (Basel) 7 (1956), 323-332.

8. M. KNESER, Klassenzahlen definiter quadratischer Formen, Arch. Math. (Basel) 8
(1957), 241-250.

9. M. KNESER, Klassenzahlen quadratischer Formen, Jber. Deutsch. Math.-Verein. 61
(1958), 76-88.

10. M. KNESER, “Quadratische Formen,” Vorlesungsausarbeitung, Géttingen, 1974,

11. W. Macnus, Uber die Anzahl der in einem Geschlecht enthaltenen Klassen von positiv
definiten quadratischen Formen, Math. Ann. 114 (1937), 465-475 (Berichtigung dazu
Math. Annalen 115 (1938), 643—-644).

12. O. T. O’'MEARA, *“Introduction to Quadratic Forms,” Springer, Berlin/Heidelberg/New
York, 1973.

13. M. PETERS, Darstellungen durch definite ternire quadratische Formen, Acta Arith. 34
(1977), 57-80.

14. J.-P. SERRE, Arbres, amalgames, SL,, Astérisque 46 (1977).

15. R. ScuuLze-PiLLot, “Darstellung durch definite terndre quadratische Formen und das
Bruhat-Tits—Gebéude der Spingruppe,” Dissertation, Universitdt Géttingen, 1979.

16. G. L. WaTson, Regular positive ternary quadratic forms, J. London Math. Soc. (2) 13
(1976), 97-102.

Formen in drei oder mehr

PR

S

JOURNAL OF NUMBER THEORY 14, 251-259 (1982)

On the Rational Equivalence of Full Decomposable Forms

S. GUrRAK

Department of Mathematics, University of San Diego, San Diego, California 92110
Communicated by O. Taussky Todd

Received March 20, 1980; revised September 6, 1980

Let k be any finite normal extension of the rational field Q and fix an order D of
k invariant under the galois group G(k/Q). Consider the set F of the full decom-
posable forms which correspond to the invertible fractional ideals of D. In a recent
paper the author has given arithmetic criteria to determine which classes of
improperly equivalent forms in F integrally represent a given positive rational
integer m. These criteria are formulated in terms of certain integer sequences which
satisfy a linear recursion and need only be considered modulo the primes dividing
m. Here, for the most part, we consider partitioning F under rational equivalence, It
is a found that the set of rationally equivalent classes in F is a group under
composition of forms analogous to Gauss’ and Dirichlet’s classical results for
binary quadratic forms. This leads us to give criteria as before to determine which
classes of rationally equivalent forms in F rationally represent m. Moreover, by
applying the genus theory of number fields, we find arithmetic criteria to determine

when everywhere local norms are global norms if the Hasse norm principle fails to
hold in k/Q.

1. INTRODUCTION

Let k be any finite normal extension of the rational field § with Galois
group G, = G(k/Q). Let D be any given order of k invariant under G, and
consider the set F of the full decomposable forms which correspond to the
invertible fractional ideals of D [9, Section 3]. In a recent paper [9] the
author has given arithmetic criteria to determine which classes of improperly
equivalent forms in F integrally represent a given positive rational integer m.
These criteria are formulated in terms of certain integer sequences which
satisfy a linear recursion and need only be considered modulo the primes
dividing m. Here, for the most part, we consider partitioning F under rational
equivalence. It is found that the set of rationally equivalent classes in F is a
group under composition of forms analogous to Gauss’ and Dirichlet’s
classical results for binary quadratic forms. This leads us to give criteria as
before to determine which classes of rationally equivalent forms in F
rationally represent m. Moreover, by applying the genus theory of number
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