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Let ¢ be the Euler’s function. A question of Rosser and Schoenfeld is answered,
showing that there exists infinitely many n such that n/g(n) > e’ log log n, where y
is the Euler’s constant. More precisely, if N, is the product of the first k primes, it
is proved that, under the Riemann’s hypothesis, N, /¢(N,) > e’ log log N, holds for
any k>2, and, if the Riemann’s hypothesis is false this inequality holds for
infinitely many k, and is false for infinitely many k.

1. INTRODUCTION

Soit ¢(n)=n]1],, (1 — 1/p) la fonction d’Euler. 1l est bien connu (cf., par
exemple, {1, Chap. 18] ou [2,p. 24]) que 'ordre maximum de la fonction
n/d(n) est e’ log log n, ou y est la consante d’Euler, ce qui signifie:

fim—— ¢’
¢(n)loglogn

Rosser et Schoenfeld ont démontré dans [3] que pour n> 3, on a
n/g(n) < e’ log log n + 5/(2 log log n)

excepté pour n=223092870=2-3.5.7-11-13-.17-19 - 23 pour lequel
5/2 doit étre remplacé par 2,50637. Ils posent ensuite la question: “Existe-t-il
une infinité de n pour lesquels n/g(n) > e’ log log n?” Nous allons démontrer
le théoréme:

THEOREME 1. Il existe une infinité de n pour lesquels n/¢(n) >
e’log log n.

Ce théoréme est une conséquence du théoréme plus précis:

THEOREME 2. Soit p, le k-iéme nombre premier et Ny=2-3----p, le
produit des k premiers nombres premiers.
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(a) Si Phypothése de Riemann est vraie, on a pour tout k > 1:
N,/8(N,) > elog log N, (1)
(b) Si Phypothése de Riemann est fausse, il existe une infinité de k

pour lesquels (1) est vrai et une infinité de k pour lesquels (1) est faux.

Le théoréeme 2 se déduira facilement du théoréme 3:

THEOREME 3. Soit 8(x)=), . log p la premiére fonction de
Tchebychef. On définit pour x > 2:

f)=e'log6(x) [ (1—1/p)

pPLx

(@) Onapour 2<x<10% f(x) < L.
(b) Si Phypothése de Riemann est vraie, on a pour tout x> 2,
f(x) < 1; de plus on a:

lim (log f(x)) \/)E logx=logn+2log2—4—y=-2046..
et
lim (log f(x)) /x log x <y — log 7 — 2 log 2 = —1,954...

(c) Si Phypothése de Riemann est fausse, il existe une suite de valeurs
de x tendant vers +o0 pour lesquelles f(x) < 1, et une autre suite de valeurs
de x tendant vers +oo pour lesquelles f(x) > 1. Et si l'on désigne par O la
borne supérieure des parties réelles des zéros de la fonction { de Riemann.
alors, pour tout b, vérifiant 1 — @ <b < 1/2, on a logf(x)=0 + (x*),
cest-d-dire lim x° log f(x) > 0 et lim x? log f(x) < 0.

La démonstration de (a) repose sur les calculs de Rosser et Schoenfeld |3,
pp. 72-73]), qui donnent pour x § 10%:

I

p<x

> e’log x

et
f(x) < x.

La démonstration du théoréme 2 & partir du théoréme 3 se fait en
observant que

F(p) = elog log N,) X0
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La démonstration du théoréme 3 commence par une estimation de log f(x)
en fonction de 6(x). Sous I’hypothése de Riemann on utilise la formule
explicite de la théorie des nombres. Dans 'autre cas, on utilise un théoréme
de Landau classique dans tous les résultats de changement de signe des
fonctions usuelles de Darithmétique. Les résultats du (c) pourraient étre
précisés suivant les techniques des “£-théorémes”décrites par example dans
4].
| ]Une fonction voisine de n/¢(n) est a(n)/n, ou ag(n) est la somme des
diviseurs de n. On sait que (cf. [2, Chap. 18] ou [2, p. 24]), pour tout n,
o(n)/n < n/é(n) et que

—_o(n)_= Y
nloglogn

Robin ([5]) a démontré que si ’hypothese de Riemann est vraie, on a pour
tout n > 5041,

o(n)<emloglogn 2)

et si I’hypothése de Riemann est fausse, il existe une infinit¢é de »n pour
lesquels (2) est faux.

La démonstration de Robin utilise les mémes idées que pour n/g(n), mais
nécessite la connaissance des nombres colossalement abondants, introduits
par Alaoglu et Erdds (cf. [6]) en suivant 'exemple de Ramanujan qui avait
introduit les nombres hautement composés supérieurs pour étudier les
grandes valeurs de d(n) =3}, , 1. Dans le cas de n/¢(n) ’équivalent de ces
nombres a une structure trés simple: ce sont les nombres N,,.

Fai plaisir a remercier Montgomery, qui au cours de discussions a
Oberwolfach m’a donné I'idée de la proposition 2, et Robin pour plusieurs
simplifications dans les démonstrations.

2. ESTIMATION DE f(x)

On définit la deuxiéme fonction de Tchebychef yw(x)=3}",.., logp et I'on
pose S(x)=6(x)— x et R(x) = y(x)—x.

PrROPOSITION 1. Pour x > 121, on a, en posant

3 ~00 S(t) 1 1
K(x)—Jx f? <logt " Tog? t) “ Y
S*(x) 1
K00 =005 <108/ () <KW + 30— *
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Remarque. On sait d’aprés le théoréme des nombres premiers que
S(r) = O(t/log t) et cela assure la convergence de l'intégrale (3).

DEMONSTRATION. Il résulte d’abord des théorémes 18 et 4 de [3] que
pour x> 121, on a 6(x)>4x/5. On remarque ensuite que — (d°/d:®)
(log log £) = ((1 + log £)/t* log® t) est une fonction décroissante de ¢ (pour
t>1), et que, pour a>0 la fonction ¢+ t(t+1—a)/(t—a)’ est
décroissante pour ¢>a. On en déduit, en faisant @ =log 5/4 que pour
x>121,0n a

25 logdx/5+1 2
16 x?log?4x/5 ~ x’logx

et la formule de Taylor appliquée a log log x donne:

S(x)
Vx> 3, log 1 Llogl .
x> og log 8(x) < log 08 X+ (5)
2
Vx> 121, log log O(x) > log log x + S) - ;S’(x) . (6)
xlogx x“logx
Il vient ensuite:
51 * d|o(t 0(x < B(t)logt + 1
NS o ) B MU C TR
s<x P ,- tlogt xlogx J; t“log” ¢t
Comme f8(x) = x + S(x), on obtient:
1 S(x) 1
Y o—= log | —loglog 2 + ——
;e P xlogx +log log x — log log +log2
~ S(t)(logt+ 1
J ()g gz )dt
2 t“log ¢t
L1 S(x) « S(t)(logt+ 1)
N = _ e A et
ise p xlogx +loglog x + 5, J logt ™
avec
1 © S(r)(log t + 1)
B =—__ ZVATe T T
'"Tog 2 log log 2 + ) t*log?t
En comparant avec la formule classique: (cf. {1, Chap. 22])
L1
> —=loglogx+ B, +o(l), (8)

p<x

on sait que B, =y + 3, (log(1 — 1/p) + 1/p).
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On pose ensuite:

1
U(x) = log log 8(x) + Y’ (— —) + B,. 9
p<x
On a alors:
log f(x) = U(x) + u{x) (10)
avec
u(x)= > log (1—i)+ Y —1—+y-—B =Y - log(l 1) :
pex Pl %P b p/ b

On a alors pour u(x) encadrement:

0 <ux) < 2% 2(1 1/p+ 1/p* +--4)
P>x 1 1 (11)
0 - \‘
IS T S A e <D

On obtient (4) 4 I'aide de (10), (9), (7). (5), (6) et (11).

3. SI L’HYPOTHESE DE RIEMAN EST VRAIE
Démontrons d’abord un lemme:

LEMME 1. Soit p un nombre complexe de partie réelle 1/2. On pose:

Fp(x)sz ot (-1——+—~1—) dt

x logt  log?t
On a:
1 x°!
Fx)=- - 1iogx +r,(x)
avec, pour x > e?,
4
7, () <
? \[p—l{\/;logzx

DEMONSTRATION.  En intégrant par parties, on obtient:

1 et

Fo)=—

p—1 1ogx+ ro(x)
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avec

I X! | , I 2
_ ; 2 +( = tpih( 77 T3 )d[
p—1log*x /. p—1 logt  log’t

ry(x)=—
Pour > x > e’ on a log® > 2log” x, et

7 dr

2 Neel
|

r (x) < +
7, )|\|p_1|\/;10g2x |p—1l10g2X-x

4
=1 Vxlogix

PROPOSITION 2. Soit R(x) = w(x)— x. On pose:

Jx) = foo e <logt + loglzt) d. (12)

Alors, sous Phypothése de Riemann, on a, pour x > 55 > ¢*

0,1
\/;logx

DEMONSTRATION. On part de la formule explicite de la théorie des
nombres premiers (cf. [7, 8] ou [9, p. 74]), valable pour x > 1

Jx) <

= Y oext v [
Wl(x)"jo W(t) dr 2 TP(/)+ 1) X C (0)+ C( 1)
o0 l—2r
E; 2r(2r— 1) (13

La sommation en p porte sur les zéros non triviaux de la fonction { de
Riemann. La série ), 1/|p(p + 1) est convergente. Soit 4 sa somme. On

pose, pour ¢ > 0O:
1 ( 1 4 1 )
2 \logt log®t)’

,(t)__l(z L3, 2)
EW="7 logt  log’t log’t)

g(®)

On a:

La série Y, g'(t) #°*'/p(p + 1) est absolument convergente pour tout ¢, et
sous I’hypothése de Riemann, ses sommes partielles sont majorées en module
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par A|g'(t) /%, qui est intégrable sur [x, +oo[, pour x > 1. D’aprés le
théoréme de la convergence dominée, on a:

p+1 S o ol
[ (Srogem)a-S vosma a9
Dans la formule (13), posons:
BW=x 0= D+ Y s

On a pour x > 1, avec la valeur de ({'/{)(0) donnée par [9, p. 66]:
&1(x) = log(27) + 1 log(1 —~ 1/x?)
et pour x > 2, on a:
0 < g1(x) L log(2 7). (15)
Le premier membre de (14) vaut:

o0 (5-v0-80)a

2

— 2(x) (w,(x) 28] + 6+ 40)

en intégrant par parties, et en observant que y,(f) = O(¢*), avec

1w ={" geoa. (16)

Le deuxiéme membre de (14) vaut:

e R el

= g0) (mw -3 +g1(x)) Z%F,,(x)

P
La formule (14) nous donne donc

L
o

Jy==Y %F,,(x) (e (7
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(16) et (15) donnent, pour x > 2:

O 1 lOg 2
ogjl(x)<log(2ﬂ)J d (,log,) ~ xlogx’

X

Ensuite, le lemme 1 nous donne:

p—1
—VjLF (x):/xw X _\‘“ ro(x)
~p ° Splp—1logx T p
1 . xime )

_\/Elogx‘}‘l’(ﬂ—l) - P

La premiére série est normalement convergente; on a: p(1 —p) > 0 et |9,
p. 159):

l

———=2+y—logn—2log 2 <0,047.
< p(1—p) h

On obtient donc, avec I’estimation de r (x) donnée par le lemme

1 0,047 4 0,1
X5 g (i

<
\/;logx log x \\/);logx

pour x > e*. La démonstration de la proposition 2 s’achéve en considérant
(17) et (18).

Démontrons maintenant le théoréme 3(b).

Rosser et Schoenfeld donnent (cf. [3, éq. 3.37])

Vx> 121,  6(x) < w(x) — 0,98 /x.

Notons qu’une telle inégalité est facile a obtenir avec un coefficient moins
bon, puisque w(x)— A(x)>6(y/x). Dans [Ros [10, p.265], on remplace
0,98 par 0,998.

On a alors S(x) < R(x)—0,98 \/x, pour x> 121, et la proposition 1
donne avec les notations du lemme 1:

log f(x) <J(x) — 0,98F, ,(x) + Vx> 121, (19)

1
2(x— 1)’

Le lemme 1 nous donne:

+ r(x)

2
Fx)=——
12%) V/x log x
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et pour x>3000>e®, on a |r,(x)< 1/7/xlogx ce qui entraine
Fih(x) 2> 1/y/x log x et

1 < 0,9
(x—1) \/;logx

L’inégalité (19) et la proposition 2 donnent alors

—0,98F ,(x) + 5 pour x> 3000. (20)

0,8

\/)Elogx

ce qui, avec (a) démontre la premiére partie de (b) du théoréme 3.

Le comportement de f a linfini s’étudie de fagon similaire: Sous
Phypothése de Riemann, on a S(x)= O(y/x log® x) (cf. |8, p.175]) et la
proposition 1 devient:

logf(x)<— pour x> 3000

log f(x) = K(x) + O(log* x/x).

On a également y(x) — A(x) = \/x + O(x*?), et le méme calcul que ci-dessus
donne:

~

log £ (x) = —— (2+ X )+0< : )
. V/x log x = p(1 —p) Vxlogix/
Par le principe des tiroirs de Dirichlet, on peut montrer (cf. 8, p. 203])
que

iIm
lim (\‘——x ’ ):v___l
xoto N p(l=p) ) 7 p((1—p)

et cela achéve la démonstration de (b) du théoréme 3.

Les méthodes actuelles de I’analyse ne permettent pas de calculer exac-
tement lim(}" x''™¢/p(1 — p)). On peut cependant montrer que cette limite
inférieure est <0. (cf. [8, p. 195]).

4. Si L’HYPOTHESE DE RIEMANN EST FAUSSE

Démontrons d’abord que f(x) n’est pas toujours >>1 & partir d’un certain
Xo- Avec (19) et (20), et les notations de la proposition 2, il suffit de
démontrer que J(x) n’est pas constamment positif a partir d’'une certaine
valeur de x.

Nous allons pour cela utiliser le lemme suivant, di a Landau:
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LEMME 2 (cf. |7, 8, 11]). Soit h:[1,+o0|— R une fonction continue
par morceaux. Soit

- h(X)

H)=] —

la tranformée de Mellin de h. Soit o, Pabscisse de convergence de H(s); on
sait que H(s) est holomorphe pour Re s > a,. S’il existe x, > 1, tel que pour
x > x, h(x) soit de signe constant, alors la fonction H(s) ne peut pas se
prolonger en une fonction holomorphe au voisinage de s = 0,.

On va appliquer ce lemme avec h(x)=J(x) si x>2 et h(x)=0 pour
1 <x<2.0n pose, pour Res > 1

J(x) © | R(t) (logr+ 1)
G = —
=] Srar= ] T g
Le théoréme des nombres premiers donne |R(¢)| = O(t/log t). L’intégrale
double est absolument sommable et ’on a:

OOR(t) logt+ 1t dx
Gls)= J log?t /J, X 1)
_ 1 s B © R(r) 1 1
G(s)=—— (2 JQ) JZ T (1ogz+ 10g2t>dt)

et ’expression dans la paranthése s’annule pour s = 1.
Du résultat classique (cf. [6, p. 18]):

sy, 1
tH,dx— . C(S) Res > 1
on déduit:
© R(t t o df 1 dt
| 0 4= ng)dt-—J T
! I 1 o

La troisiéme intégrale est une fonction entiére E,(s): on peut soit appliquer
le théoréme de dérivation d’une fonction définie par une intégrale, soit
observer que I’abscisse de convergence de cette transformée de Mellin
particuliére est —oo. Et 1’on a:

Jmﬁ—(fl)dt——ig()— T+E(s)  Res> I (22)
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On sait a partir de la relation
(1=2""9E)=1—-2""4+3"7"—4" ...

que la fonction { n’a pas de zéros sur ’axe réel, 0 < s < 1 et donc aussi dans
un ouvert simplement connexe

W={s;Res>1}U{s;0<Res1et|Ims|<J}

pour un certain  (Les calculs des zéros de la fonction { autorisent d = 14),
Le 2° membre de (22) est holomorphe au voisinage de s=1 et dans W, et
donc admet dans W une primitive G,(s) et une primitive seconde G,(s).

On a donc:

© R() 1
[ 5o qag d=Gi) +4 Res> 1
et
© R(t) 1
L 7S—+T—lag2—tdt—02(s)+ls+u Res> 1

La formule (21) devient alors:
1
G(s)= Py (G,(s) — Gy(s) + EL(s)) Res> 1 (23)

on E,(s) est une fonction entiére de s. La parenthese est une fonction
holomorphe dans W, nulle en s=1, donc le second membre de (23) est
holomorphe dans W, et G(s) se prolonge en une fonction sans singularité
pour 0 < s 1.

Si J(x) gardait un signe constant pour x assez grand, le lemme 2 nous
dirait que l’abscisse de convergence o, de G(s) vérifie o, < 0 et donc G(s) se
prolongerait en une fonction holomorphe pour Res > 0. Or ceci est
impossible, car (23) entrainerait que G,(s) — G,(s) est holomorphe pour
Re s > 0, et aussi Gy (s) — G5 (s). Et au voisinage d’un zéro p de multiplicite
m de la fonction {, on a:

1 ¢ 1
Gﬁ'(s)~~T?(3)~—7sTp
et
sy~ b~ L o)
Gi(s) ds( s C(s)) p(s —p)’

et G — G7 aurait un pole d’ordre 2 en s =p.

Remarque. Nous n’avons pas utilisé jusqu’ici d’hypothéses sur les zéros
J p
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de la fonction ¢, car on sait qu'il en existe une infinité sur la droite Re s = 3
La proposition 1, les inégalités (19) et (20) et ce début du paragraphe IV
constituent une démonstration du théoréme 1.

ProposITION 3. Si Phypothése de Riemann est fausse, on a, pour tout b
tel que 1—0<b<1/2, J(x)=0,(x% cest-d-dire limx"J(x)>0 et
lim x%J(x) < 0.

DEMONSTRATION. Il suffit d’adapter la démonstration précédente, suivant
la méthode usuelle pour obtenir les “f2-théorémes™ (cf. [7, Chap. V}). Soit b
vérifiant 1 — @ <b < 1/2, il existe un zéro p de {(s) de partie réelle
Rep=f4>1-5b.

On va montrer que J(x) — x 2, puis J(x) + x~° ne gardent pas un signe
constant lorsque x — +00. Pour cela on calcule la transformée de Mellin:

—b

(Res> 1) J ﬂ&x——d =G(s)— + E,(s)
2

1

—1+5b
ot E,(s)=[?x"""*dx est une fonction entiére. Le deuxiéme membre se
prolonge en une fonction holomorphe dans W, = WM {s;Res>1—b}. Si
J(x)—x 7% avait un signe constant, I'abscisse de convergence de cette
transformée de Mellin serait <1 — b < §, ce qui est impossible puisque G(s) a
une singularité p de partie réelle 5. On procéde de méme avec J(x) + x "

La proposition 1, (19) et (20) montrent que pour x> 3000, on a
log f(x) < J(x) et la proposition 3 donne lim x® log f(x) < 0. Il nous reste a
démontrer dans le (c) du théoréme 3 que logf(x) =2, (x °) et pour cela,
compte tenu de (4), a étudier K(x) — S*(x)/x? log x. Il résulte de la formule
3.36 de [3]:

w(x) — B(x) < 142620 /x  ¥x>0
que 'on a:
J(x) — 1/2(x) K(x) < J(x).

L’estimation de F, ,(x) fournie par le lemme 1 et la proposition 3 nous indi-
quent que K(x) =, (x~"), pour tout b tel que 1 — @ < b < 1/2.
Etudions maintenant la fonction y(x) = K(x) — x~°. Elle est dérivable en
tout point x différent d’un nombre premier p, et I'on a:
S(x) ( 1 N 1 ) b
x

yo=-= logx log?x brie

X

Cette dérivée peut changer de signe en x=p, et I'étude de I’équation
(x—a)logx+ 1)+ bx'"%log?x=0 qui n’a quune seule racine dans
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[1, +oo[ pour a > 1 montre que y'(x) s’annule au plus une fois dans I’inter-
valle |p,p’[ ol p et p’ sont deux nombres premiers consécutifs, dés que
p=3.

L’ensemble des changements de signe de y’ est donc discret; rangeons les
en une suite (x;). Cette suite est infinie, puisque, si ’hypothése de Riemann
est fausse, on a S(x) =0 + (x'®*' 772 (cf. |7, Chap. V]).

En un point x;, p’ change de signe et donc aussi
log® x

—b l~b_____.
S —bx log x + 1

Cela signifie que cette quantité est ou bien nulle, ou bien comprise entre O et
log x;. Dans tous les cas on aura:

S(x;)=0(x}~? log x;),

et

S _, (foe2)
2 1 - 2b :
x; log x; X;
Maintenant il existe une infinité de valeurs de i telles que y(x;,) > 0. En
effet si la fonction y était négative en tous ses extrémas locaux, elle serait
négative partout, cela entrainerait pour tout x, K(x) < x~? et 'on a vu que
Kx)=2,(x %) avec b’ =(1 +b— 0)/2 <b.
En un tel point x;, on aura

Sz(xi)
x?log x

i i

K(x;)— > x; "+ O(log x;x; %)

ce qui entraine log f(x) = 2, (x~%).
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