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Uber eine Aufgabe der unbestimmten Analysis.

Von A. Horwirz in Ziirich.

In den folgenden Zeilen will ich mich mit der nachstehenden
Aufgabe beschiftigen: -
SMan soll alle Systeme von m positiven ganzen Zahlen x, ,, ...z

n

bestimmen, deren Quadratsumme x% + x% -+ - - - +a5 ohme Rest durch ihr
Produkt z, %, . . . x, teilbar ist¥ ’

Offenbar kommt diese Aufgabe auf die vollstindige Losung der
diophantischen Gleichung

o Bttt ol ong, g,

in positiven ganzen Zahlen z, z, #,,...%, zuriick.
Den Fall n =1 lasse ich als interesselos bei Seite. Ist n =2
so lautet die Gleichung (1)

@} + X = 58,7,
2z, = xzy + 4,2 — 4
folgt. Daher muB J/z* — 4 eine ganze Zahl ¢ sein. Aus
22— 4=1 oder (z+8)(x—1t)=4
folgt aber x +t =2 — =2, also

=2 und =z, =,

woraus

Die allgemeinste Losung der gestellten Aufgabe wird demnach
im Falle n = 2 duxch ein System von zwei einander gleichen Zahlen
%, = z, gebildet. .

Bei der weiteren Behandlung der Aufgabe werde ich mun n=>3

voraussefzen.
Indem man die Gleichung (1) auf die Form

B o= (8 B, — T)

bringt, erkennt man, daB
2= By .. Ly — Ty

Archiv der Mathematik und Physik. IIL. Reihe. XI. 13




186 A. Hyrwrrz:

eine positive ganze Zahl ist, welche der Gleichung
B4z = (w2 - - - 7, — 21) 21,
oder )
il =miz,- -,
geniigh. Es gilt also der
Satz 1. Beseichnet
E= (x) gy Zgy - - - x-n)

eine Lisung der diophantischen Gleichung (1), so ist auch
= (.'E, i, Loy - - - wn)
eme Losung derselben, falls x; aus der Qleichung

2 ot =z, ..3,
berechnet wird.

Aus der Symmetrie der Gleichung (1) in den Unbekannten z,, z,,...z,
geht hervor, daB ebenso

= (xr Zy, xs’; Tgy o - xm)

g =(x: Ly, Zgy - - Ly _y, x’D
gleichzeitig mit ¢ Losungen der Gleichung (1) sind, wenn 3, . .. z; aus
den Gleichungen
Tyt 29 =z, 75 . .. 2,
Tnt 2, =zO)70, . .. z,
bestimmt werden.

Jede der Losungen &7, §”,...E® will ich als der Losung &
,,b.emchbfzrt“ oder auch als einen »Nachbarn“ der Losung £ bezeichnen.
Die Gle1c1.1ung (2) zeigt unmittelbar, daB auch E der Losung £’ be-
nachbart ist, und Entsprechendes gilt von den Losungen £7,... ",
Wefm also von zwei Losungen die erste zur zweiten benachbart ist,
80 1st_ auch umgekehrt die zweite zur ersten benachbart. Bildet man,
von einer Lisung § ausgehend » die Reihe von Lssungen

®) L6 ... o

In der Weise, daB jede ein Nachbar der unmittelbar vorhergehenden
ist, also 9 .ein Nachbar von E, sodann ¢ ein Nachbar von 7 usf.
so. sollen die L(?sungen 7,8 ...0 aus der Lésung & ,abgeleitet”
heiBen. Wenn die Losung o aus der Losung & abgeleitet werden

)
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kann, so kann auch umgekehrt £ aus @ abgeleitet werden. Denn in
der Reihe (3) ist auch jede Losung ein Nachbar der unmittelbar
folgenden.

Geht man von einer Losung zu einer benachbarten iiber, so @ndert
sich der Wert der Unbekannten x nicht. Daraus folgt:

Sate 2. Wenn zwei Lisungen auseinamder abgeleitet werden kinnen,
so stimmen sie m dem Werte der Unbekannien x diberein.

Als , Hiohe” einer Lisung
E= (2, 2y, %y, -..2,)
der Gleichung (1) bezeichne ich nun die Summe -
P A R Ny
und kniipfe hieran die folgende
Definition: Fine Losung der Gleichung (1) heifie eine ,,Grund-

losung”, wenn keine der m ihr benachbarten Lisungen eine Fkleinere
Hohe besitat wie sie.

Die Bedeutung dieses Begriffes der GrundlSsung beruht auf folgendem

Satz 3. Jede Lisung der Gleichung (1) ist entweder eine Grunmd-
losung oder sie laft sich aus einer Grundlosung ableiten.

In der Tat, wenn die Losung £ nicht Grundlésung ist, so besitst
sie einen Nachbarn 5 von kleinerer HShe. Wenn 7 ebenfalls nicht
Grundlosung ist, so besitzt % einen Nachbarn ¢ von kleinerer Hohe
So fortfahrend erhilt man eine Reihe von Ldsungen:

4) Enmés

von denen jede ein Nachbar der unmittelbar vorhergehenden ist und
deren Hohen eine abnehmende Reihe bilden. Da die Hohen positive
ganze Zahlen sind, so muB die Reihe (4) notwendig abbrechen,
d. h. man kommt bei Fortsetzung der Reihe (4) notwendig einmal
zu einer Losung w, die Grundlosung ist. Aus dieser Grundlésung o
148t sich dann die Losung £ ableiten.

Dem Satze 3. zufolge geniigh es zur vollstindigen Auflésung der
Gleichung (1), die Grundlésungen zu bestimmen. Ich werde nun
zeigen, daBl es nur eine endliche Zahl von GrundlGsungen gibt, und
zugleich die Mittel zu ihrer Herstellang angeben.

Soll die der Lésung &= (z, z,, %, ...%,) benachbarte Ldsung
£ = (=, %, 4, - - . %,) keine kleinere Hohe haben, wie £, so muf
z, < z;, oder nach Gleichung (2)

20, S z2y ... 3,
13*




188 A. Huswrrz:

oder auch
(5) 22 L w2, 7y - - - T,

sein. Eine entsprechende Uberlegung laBt sich auf die iibrigeﬁ be-
nachbarten Losungen von { anwenden. Demnach gilt der

Satz 4. Die Losung
§=(x, 2y, xﬂ;"'xn)
ist dann und nur dann einc Grundlisung, wenn dic n Ungleichungen
(6) 2&;? Lxz,%...%, ((=1,%..1)
erfillt sind. o
Die Symmetrie dieser Ungleichungen zeigt, daB eine Grundldsung
durch eine beliebige Permutation von ,, @,,...%, Wwieder in eine

Grundldsung iibergeht. Es geniigt deshalb, diejenigen Grundlésungen
aufzusuchen, welche den Ungleichungen

M T2y 2y 2 2

geniigen. Fiir diese Grundlosungen sind iibrigens die Ungleichungen (7)
zusammen mit der einen Ungleichung (5) vollig charakieristisch, da
die Ungleichungen (6) simtlich zugleich mit den Ungleichungen (5)
und (7) erfiillé sind.

Ich bringe nun die Gleichung (1) auf die Form

(@zyg - - - @, — 20,)* = 2Palal - - - @k — 4(a2 + 2} + - +23),

aus welcher leicht
8 TXTy ... &, ~ 208 = @y ey . . . 2,7 — 4Dy

hervorgeht, wobei

a4 a2 B+ a3+ ) — o}
O p-SEEEE M T g
ist. Durch Vertauschung von z, mit z, entsteht hieraus
(10) T2y . .. 2, — 20 = w7y ... @Y7 — 4P, G=1,2%..7
und '

@ity t---fah)—at

(11) = :x;;:g_!;;;) 5 g (i=1,2,...n)
Nun mage

E"——-(.Z', %y, xg,...a:,,)

eine Grundldsung sein, welche den Ungleichungen (7) geniigt.
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Wegen der Ungleichungen (6) sind dann die Quadratwurzeln,
welche in den Gleichungen (10) auftreten, nicht negativ, und unter
ihnen gilt, wegen der Ungleichungen (7), die GréBenfolge:

(12) Vg <VF—dp < L VE—dp,

Durch Addition der Gleichungen (10) kommt

na,ty - %, — 2@+ 2+ - +ad) = may, -z, (V2" — 4p,

+ VP —4dp+-- + VP —4p,),

und hieraus in Ricksicht auf die Gleichung (1)
(13) Ve —dp + Ve —dp+--+Va —dp,=(n—z.

Aus der Kombination von (12) und (13) folgt
WE g, < (n— )z, #(@ —1p) (0 — 2, (1— P Sw'p,
oder, nach Gleichung (9), B
(14) (n— VaPalal - 22 <n¥(ad+ 23 + - + 20).

Nach den Ungleichungen (7) ist ferner
2talt- L (v— Dai,
so daf aus (14)
(15) Xy ... X, M
hervorgeht. Endlich ergibt die Ungleichung (5):

202 L wmymy - =l +h A+ 2
oder |
(16) I P RN

Aus der Ungleichung (15) folgt, daB

Z, Tgy . - - &y

pur eine endliche Zahl von Wertsystemen annehmen konnen. Fir
das einzelne dieser Wertsysteme kann dann, nach Ungleichung (16),

amn a2 — a3 = (2, + 3) (2, — %)

mur einen der Werte 0, 1, 2,--- (28 4 -- - + 2}) erhalten, soda auch
fir #, und x, nur eine endliche Zahl von Werten zulissig sind. Denn
einen gegebenen positiven Wert nimmt der Ausdruck (17) iitberhaupt
pur fiir endlich viele Zahlenpaare z,, z, an, den Wert Null aber nur
dann, wenn , und z, denselben, der Gleichung

208 fal+ - F 2R =22]% - 4,

é
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190 A. Horwrrz:

~ gentigenden Wert haben, und dieser Meichung geniigt, wenn iiberhaupt,
nur ein positiver ganzzahliger Wert z,.

Die Anzahl der Grundlésungen der Gleichung (1) ist also in der
Tat endlich. Zu ihrer Bestimmung stehen, auBer der Gleichung (1),
die Ungleichungen (7), (14), (15), (16) zur Verfigung. Diesen kann
man noch eine weitere hinzuftigen. Da néimlich Va® —4dp, reell isi,
so muB 4p, < 2% oder nach Gleichung (9)

(18) @t af+ -+ 2l) < (o - - - 3,)
sein.

Aus den Grundlsungen lassen sich nach Satz 3. die samtlichen
Losungen der Gleichung (1) ableiten. DaB hierhei aber auch keine
der Grundlosungen entbehrt werden kann, geht aus dem folgenden
Satze hervor:

Sats 5. Keine der Grundlosungen kamm aus einer amdern abgeleitet
werden.

Dem Beweise schicke ich zwei Hilfssitze voraus.

Hilfssate 1. Zwes Nachbarlb'sungm von gleicher Hohe sind identisch.

Denn zwei Nachbarlosungen stimmen in der Unbekannten z und
in #—1 der Unbekannten %y, %y, ... %, fiberein. Daher miissen sie
auch in der letzten Unbekannten tibereinstimmen, wenn ihnen derselbe
Wert der Hohe 2, + 2, + - - 4 z, rukommt.

Hilfssats 2. Fine Lisung & kamn hichstens einen Nachbarn von
Kleinerer Hihe besitzen.

Angenommen nimlich, es wiren die Nachbarn {9 und £® beide

von kleinerer Hohe wie £ = (z, Xy, Xy ... Z,), SO wiirde

2w?>x9?1%“-x,,=x12+x§+-.-+x§
2x§>xx1$3x,‘=xf+xg+. +x2
seln, woraus durch Addition die ‘widersinnige Ungleichung

2(x?+x§)>2(xf+x§+---+xf.)
folgen wiirde.
Um nun den Satz 5. zu beweisen, zeige ich, daB die Annahme,

eine Grundlésung o kbmne aus einer andern £ abgeleitet werden, auf
einen Widerspruch fithrt,

Aus dieser Annahme folgt,

) daB es eine Reihe von Losungen der
Gleichung (1)

’g’,n,...a‘,...t,...m

gibt, von welchen jede‘N‘achBa.r der vorhergehenden ist. Man darf
non voraussetzen, daB in- dieser Reihe nicht ein und dieselbe L&sung

meh
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mehr als einmal auftritt. Denn wire otwa o =1, s0 kinnte man in
der Reibe die auf ¢ folgenden Glieder bis = inklusive unterdriicken.
Zwei nebeneinander stehenden Gliedern der Reihe entsprechen dann nach
Hilfssatz 1 verschiedene Hohen. In der Reihe mdge nun der groBte
Hohenwert der Losung ¢ zukommen. Es fillt dann ¢ nicht mit & zu-
semmen, da § als Grundlésung geringere Hohe hat wie 7; aus ent-
sprechendem Grunde fillt 6 auch nicht mit & zusammen. Folglich
steht ¢ in der Reihe zwischen zwei anderen voneinander verschiedenen
Losungen. Diese wiirden aber beide zu ¢ benachbart und von kleinerer
Hohe wie ¢ sein, worin ein Widerspruch gegen den Hilfssatz 2. liegt.

Aus diesem Hilfssatz folgt noch eine bemerkenswerte Tatsache.
Bedeutet £ eine Losung der Gleichung (1), die micht Grundlésung ist,
50 kann man die Reibe von Losungen

&L,8...0

pach Hilfssatz 2. nur auf eine Weise so bestimmen, daf jede Losung
¢in Nachbar der vorhergehenden und zugleich von mniedrigerer Héhe
als die vorhergehende ist. Jede Losung der Gleichung (1) kamnn also
im wesentlichen nur auf eine Weise aus einer Grundlosung abgeleitet-
werden.

Aus den Ungleichungen, welche fir die den Bedingungen: (7)
gentigenden Grundlosungen gelten, will ich nun einige Folgerungen
ziehen.

Die Ungleichung (15) lehrt, daf der Wert von 2 in keiner
Grundlssung grofer als » sein kann. Hieraus folgt weiter, in Riicksicht
auf die Sitze 2 und 3, daB es iiberhaupt keine Losung der Gleichung (1)
gibt, fiir welche > n wire. Das heiBt, es gilt der '

Satz 6. Bedeutet a eine gegebeme positive gamse Zahl, die grofer
als w ist, so besitzt die diophantische Gleichung .

(19) x§+$§+-'~+x?.==a$1%“'¢n

keine Auflosung in positiven ganzen Zahlen %y, T3, - - - Zp

Nimmt man an, daB die ganzen (nicht notwendig positiven) Zahlen
%y, Xy - - - %, der Gleichung (19) geniigen, so miissen dieselben offenbar
simtlich Null sein, wenn es eine unter ihuen ist. Falls dieselben aber
gimtlich von Null verschieden wiren, so wirden ihre absoluten
Betrige |z,|, |%,l,..-|z,| ebenfalls der Gleichung (19) geniigen.
Aus dem Satze 6. folgt daher, daB die Gleichung (19), abgesehen von
der trivialen Losung #, = %y = - - - = z, = 0, keine Auflssung in ganzen
Zahlen z,, %, - . . 2, wuldbt. :




192 A. Horwrrz:
Wenn in der Ungleichung (15)

r=mn
vorausgesetzt wird, so kann sie nur bestehen, falls
Ty=-..=2 =1
ist. Dann folgt aber aus Ungleichung (14)
(-2 <zl +n—2), 22<1,
also %, = 1 und sodann aus der Gleichung (1) schlieBlich @ = 1.
Dem Werte £ = entspricht demmach die einzige Grundlosung
T=% === =g =1,

aus welcher also die simtlichen Losungen der Gleichung (1), fiir

welche 2 = n ist, abgeleitet werden konnen. FEs gilt mit anderen
Worten der

Sats 7. Die similichen Lisungen der leichumg
QW+t B =nz, -,
in positiven gamsen Zahlen &y, g, . . . &, lassen sich aus der einen Losung

. By =Zy=- .=z =1
ableiten.?)

Fir die Werte von n, die 10 nicht tiberschreiten, habe ich die
Grandldsungen der Gleichung (1) berechnet. Dabei habe ich auBer
den oben aunfgestellten Ungleichungen noch einige weitere aus ihnen
hervorgehende benutzt, die ich zunichst ableiten will.

Dividiert man die Ungleichung (14) durch die Ungleichung #* > 1,
80 ergibi sich

(v — D} 2 Swi(ed + 03 + - - - a2),

oder

GO [e-Dal el <mia 4. 42,
Entweder ist nun

@ . _ (n—l)xg---wﬁgnz,

oder aber

(®) (n—1)z2- 22> u,

1) Die diophantische Gleichung 2% 4 23 4 23 — 3, %, 7, bebandelt A. Mar-
koff in seiner Abbandlung ,Sur les formes quadratiques binaires indéfinies,
Math. Annalen, Bd. 17, 8. 396. Markoff beweigt hier, daB die simtlichen
Losungen der Gleichung aus der Lésung o, =, =&, =1 abhgeleitet ' werden

kénnen, algo den n— 3 entsprechenden speziellen Fall des Satzes 7.
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Im letzteren Falle folgt aus (20), da zy < z, ist,
[fn— a2 — #Ja} S (a3 + Q)
wo zur Abkiirzung
Q=zj+ - +al
gesetzt ist. Da nun
[(n—1)a2 22 — 0P = n* + (n— L)a}- - @i - 23[(n— 1)a2--- 2% — 20
ist, so schlieBt man aus der letzten Ungleichung
[(w—Dat - B — Pt (n— 1z 22-7'Q,

oder endlich

1) (n—1)a- -2l <w? +aYn? + n— 1zt 2@+ + )

Diese unter der Voraussetzung (b) abgeleitete Ungleichung gilt
a fortiori, wenn (a) stattfindet. Sie gilt daher in jedem Falle.

Die Ungleichung (21) gibt eine obere Grenze fir die Werte,
welche #, annehmen kann, machdem z,, ..., bestimmt gewihlt sind;
sodann gibt die Ungleichung (20) eine obere Grenze fiir die zuldssigen
Werte von x,, jedoch nur, wenn der Fall (b) vorliegt.

Ist beispielsweise ¥, — - - - =z, = 1, so ergibt die Ungleichung 21)

=D <0+ aYe +(n—L)(n—3)=n'+2)/2(n— 1 +1.

Die Aufstellung der Grundlésungen wird, auBer durch die Un-
gleichungen (20) und (21), auch noch durch die Tatsache erleichtert,
daB von » =5 ab in jeder Grundlésung mehrere der Zahlen z,, %y, ... %,
den Wert 1 besitzen. Es besteht némlich der

Sats 8. Wenn n>5 ist und (%, %, %y, - .-%,) eine den Be
dingungen (1) gentigende Grundlisung der Gleichung (1) bedeutet, so0
besitoen sicher die m — 2 — k leteten der Zahlen m,, %, ... z, den
Wert 1. Dabei bezeichnet k die durch die Ungleichungen '

27: g n < 2k+1
bestimmite gamze Zohl.

Tn der Tat kénnen nicht mehr als & der Zahlen z, ...z, grofer
als 1 sein, weil sonst ihr Produkt mindestens gleich 2*+1>n ausfallen
wiirde, im Widerspruch mit der Ungleichung z; ..., <n Man
tiberzeugt sich ferner leicht, daB von n =5 ab #n —2— k> 0 ist.

Ich stelle nun die den Bedingungen (7) geniigenden Grundldsnngen.
der Gleichung (1) bis % = 10 in der folgenden Tabelle zusammen:
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Tabelle der GrundlGsungen.

" | T T | Ty | T | Xy | T , Zg | Xy I Ty | Xy | 2y
3{31’1 1
1/3(3]|3] .
411 1]1

4{12 222
511]1]1]1]1

sl a4l 21111

{143 811
6] 111111
6{322 10111
111 ]1)1]1]1
5{ef1|1|1]1]1]1

i 3|32l 1l1{1]1]1
22221111
1{3]2el2lel1]1l1

8{81 L1111 1]11
1422|211 1]7

ofl 91 11|11 |1]1]1]1l1
61211 1l1)1]1]l1]1
W0 1111111 l1l1]1
6131 11|11 ]1]1l1l1

W0y drete a1 f1l1]1ly
2082021 |1{1|1]l1l1]1
Llajafs |11 ]1l1]1

An diese Tabelle kniipfe ich noch einige Bemerkungen.
Nur in den Fillen #— 3 und # =4 kommt es vor, daB die

Zﬂ%ﬂen &y, Ty - .. 3, einer Grundlasung eilnen allen gemeinsamen
Teiler aufweisen,

Man beweist nun in der Tat leicht den

' Sals 9. Wenn n~ 4 18t, 50 gibt es keime Lisung der Gleichung (1),
™ welcher z,, z,, . .. T, einen gemeinsamen Teiley besitzen.
Angenommen nimlich, es wire

Ty = 3y Lo = [0 =_— 2
T 13 ' CYgy - . . X =
80 wiirde " Yo

y,l.+y§+...+y,{=a"-’x-y1ya"'%n
folgen. Nach Satz 6, miiBte nun

T2z
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und, da 2772 L "%, auch
-3 p

gein. Diese Ungleichung ist aber von n =5 ab nicht erfiillt.

Der Satz 9. 1aBt sich iibrigens auch obne Schwierigkeit aus dem
Satze 8. ableiten.

Die Tabelle der Grundlésungen zeigt ferner, daB die Unbekannte z
nur einen Teil der Werte < # annehmen kann. Nach den Sitzen 2.
und 3. folgt hieraus der

Satz 10. Beseichne a cine positive ganze Zahl, so besitst die
diophantische Gleichung '

(22) x§+x§+"‘+xﬁ=a£&1%~~xﬁ

Auflosungen in positiven ganzen Zohlen %y, Zy,. . . &, mur fiir a =1
und a =3, folls n =3 ist; nur fir a =1 und a=4, falls n=4 ist;
wur fir a—=1, a =4 wnd a =25, falls n=>5 1st u. 8. .

Fiir einen unbestimmten Wert von n diirfte es schwierig sein,
diejenigen Werte von ¢ < » allgemein zu charakterisieren, fiir welche
die Gleichung (22) Auflésungen in positiven ganzen Zahlen besitzt.

Die im vorstehenden entwickelte Theorie der Gleichung (1) 158t
sich noch in anderer Weise auffassen, wobei ihre Analogie mit dex
Zahlentheorie der quadratischen Formen hervortritt. Die bingren
quadratischen Formen von gegebener Determinante D sind eindeutig
gugeordnet den Losungen der diophantischen Gleichung

(23) x2 — 2oy = D.

Die Einteilung der Formen in Klassen kommt also auf eine Einteilung
der Losungen der Gleichung (28) in Klassen hinaus, wobei zweil
Losungen (,, #,, ,) und (z{, 7;, z;) dann in dieselbe Klasse gehoren,
wenn die eine aus der andern durch Gleichungen der Gestalt

. z) = %0’ + 22,07 + 2g3°
(24) ] = zyef + 2, (ed + By) + %0
] = %, f* + 22, B0 + 230°

abgeleitet werden kann, unter «, §, 7, § ganze Zahlen der Determinante
od — By =1 verstanden. In jeder Klasse von Losungen gibt es eine
yreduzierte®, durch Ungleichungen charakterisierte Lisung. Die Anzahl
dieser reduzierten Losungen — und damit die Anzahl der Klassen —
ist eine endliche. Hat man die reduzierten Losungen der. Gleichung (23)
aufgestellt, so ergeben sich aus ihnen alle iibrigen Lésungen vermige
der Formeln (24).
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In gaﬁz entsprechender Weise hat man nun eine Einteilung der
Losungen der Gleichung (1) in Klassen, wenn man zwei Lisungen
dann in dieselbe Klasse rechnet, falls sie in dem oben festgesetaten
Sinne auseinander abgeleitet werden kinnmen. In jeder solchen Klasse
gibt es eine durch Ungleichungen charakterisierte ,reduzierte« Lésung,
nimlich die Grundldsung, aus welcher sich alle Lésungen der Klasse
ableiten lassen. Die Anzahl der Klassen von Lésungen stimmt mit
der Anzahl der Grundldsungen iiberein und ist also, wie diese, endlich.

Auch anof die Gleichung

(26) Bnt+a+--+a—zax,2,=D,

wo D eine gegebene ganze Zahl bedeutet, 148t sich dieselbe Einteilung
der Losungen in Klassen in Anwendung bringen, wie auf die, dem
Falle D = 0 enisprechende Gleichung (1). Die ein und derselben
Klasse angehtrenden Losungen der Gleichung (26) stimmen dann
wieder in dem Werte der Unbekannten z iiberein. Ferner ergibt sich
durch &hnliche Betrachtungen, wie ich sie oben fiir die Gleichung (1)
angestellt habe, daB fiir einen negativen Wert von D die Anzahl
der Klassen endlich ist. Dagegen ist dies nicht mehr allgemein der
Fall, wenn D positiv ist, weil dann fir n < 5 moglicherweise, fiir
n 25 aber stets Losungen der Gleichung (26) existieren, in welchen
eine der Unbekannten z,, z, . . . x, verschwindet, und fiir welche daher
Jeden belichigen Wert besitzen kann. Betrachtet man aber fiir den
Fall D > 0 nur diejenigen Klassen, in welchen keine Loésung vorkommt,
fiir welche eine der Unbekannten Ty, Tgy...%, den Wert Null besitzt,
8o ist die Anzahl dieser Klassen wieder endlich.

Ubrigens 148t sich im Falle eines negativen Wertes von D die

Auflésung der Gleichung (26) auf die einer Gleichung der Form (1)
zurickfihren. In der Tat, ist etwa

D=—m,

so entsprechen die Lsungen der Gleichung (26) offenbar einzeln den-
Jenigen Losungen der Gleichung

x§+x§+-..+x:+x:+1+-..+xf‘+m=xx1x,---x,,x,,+1"‘m

n+m?
in welchen die Unbekannten Zyy1y---Zyym den Wert 1 besitzen.
Zirich, d. 20. Dezember 1905.
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