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§ 1. Einleitung

Unter der Zusammensetzung f {g (z)} der Funktionen f(z) und g (z) verstehen
wir die ,,Substitution’ von z durch g(z) in f(z). Wir nehmen an, die Funk-
tionen f(z) und g(2), die analytische Funktionen einer komplexen Verinder-
lichen sein mogen, seien so beschaffen, daB die ,,Substitution in einem ge-
wissen z-Gebiet sinnvoll ist. Diese Bildung ist im allgemeinen nicht kom-
mutativ, d.h. es gilt nicht immer f{g(2)} =g {f(?)}.

Obwohl solche Zusammensetzungen hiufig in der Mathematik auftreten
(z.B. zur Vereinfachung vieler elementarer Rechnungen), sind sie in voller
Allgemeinheit wenig untersucht worden. Erst 1870 hat ScHRODER [1], [2]
den Fall der ,natiirlichen Iterierten f,(z), n=0,1, 2, ... einer gegebenen
Funktion studiert:

fﬂ(‘z) =z, fn—{-l(z) :f{fn(z)}'

Hierbei fiihrt er allerdings eine Funktionalgleichung ein, die auf ABEL zuriick-

geht. Im spiten neunzehnten Jahrhundert haben verschiedene Mathematiker

(z.B. KoENIGs [3]) die Iterierten und die verwandten Funktionalgleichungen
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von ABEL und SCHRODER lokal untersucht, insbesondere in der Nihe eines
Fixpunktes & der zu betrachtenden Funktion f(z), d.h. eines Punktes { mit

fe)=¢.

Durch MonTELs Theorie der Normalfolgen wurde endlich eine systematischere,
um 1920 von Juiria [4] und Fatou [4], [6] aufgebaute Iterationstheorie im
GroBen fiir gebrochene und ganze Funktionen méglich. Das Iterationsproblem
ist auch im Reellen behandelt worden (z.B. von BODEWADT [7]).

Im folgenden beschrianken wir uns auf Zusammensetzungen von ganzen
Funktionen; dann ist die Zusammensetzung wieder ganz. Die allgemeine
Bildung f {g(z)} betrachten wir nur fiir den Fall, daB die Ordnungen von f(z)
und g (2) beide kleiner als £ sind. Mittels einer Erweiterung (§ 3) der bekannten
Ergebnisse tiber den kleinsten Betrag von Funktionen von kleiner Ordnung
gewinnen wir in § 4 den Hauptsatz 3, der spiter in der Iterationstheorie an-
gewendet wird. Im Teil IT werden speziellere Zusammensetzungen betrachtet.
Zuerst die vertauschbare

He (@)} =¢lf2)}-

Die Theorie der vertauschbaren Funktionen ist mit der Iterationstheorie eng
verwandt, denn die Iterierten sind ja miteinander vertauschbar; und fir
passendes f(z) kann es vorkommen, dall nur die Iterierten £, (z) mit f(z) ver-
tauschbar sind (§6). In §9 bringen wir einen Beitrag zu einem mneueren
Problem der Iterationstheorie, namentlich zur- Frage nach notwendigen Be-
dingungen dafiir, da8 eine gegebene ganze Funktion die m-te Iterierte (m>1
ganz) einer ganzen Funktion ist. In §10 wird dieses Problem fiir den Fall
m =2 weiter verfolgt. SchlieBlich ziehen wir in §11 einige Konsequenzen
der obigen Resultate fiir lokale Losungen der Funktionalgleichung

fif(2)} =F(z)  fir ganzes F(z);
wobei eine Verbesserung eines etwas liickenhaften Paragraphen unserer
Arbeit {8} und eine Bemerkung zu einer Vermutung von THRON [9] gebracht
werden.

1. Wachstumseigenschaften der Funktion F(z)=f{g(=)} fiir ganze
transzendente!) Funktionen f(2)}, g(z) von kleiner Ordnung

'§ 2. Bisherige Ergebnisse

Es sei in der iiblichen Bezeichnung

M(f,7) = Max | ()|

Jal =7

mif,7) = Min |/(a)].

1) Es sei bemerkt, daB8 wir in diesem Abschnitt I uns auf ganze transzendente Funk-
tionen beschrinken und der Kiirze halber das Adjektiv , transzendent” weglassen.
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Die Fragestellung dieses Abschnitts ergibt sich aus einer Arbeit [8, ins-
besondere Satz 1] iiber die Iterationstheorie im GroBen, wo wir die folgende
Tatsache benutzten: Es sei f(z) eine ganze Funktion von der Ordnung 0 und
F(z)={{f(2)}; dann ist m(F, ) unbeschrinkt mit unbegrenzt wachsendem 7
[man bemerke, daB F(z) nicht von Ordnung 0 zu sein braucht!]. Eine untere
Abschitzung fir M(F, »), nimlich

M(F,r) > M(f,r9)

fir eine~beliebig groBe Konstante ¢ und passende, beliebig groBe r-Werte,
kam auch vor. Die Resultate von [8] lassen sich verschirfen, wenn man
schirfere Aussagen iiber M(F, ) und m (F, 7) zur Verfiigung hat. Allgemeiner
méchte man von einer zusammengesetzten ganzen Funktion e(z) =g {A(2)},
g(2), k(2) ganz, gern wissen, was fiir Beziehungen es zwischen M({e, »), M(g, 7)
und M(h, r), bzw. m{e,7), m(g, 7) und ng(k, 7} gibt. _

Den groBten Betrag hat schon PérLva [10] behandelt; er hat bewiesen:

Satz (POLYA). e(z), g(2) wnd h(2) seien ganze Funktionen die (1) und (2)
erfiillen.

(1) e(z) = g{h(2)},
(2) 2(0) = 0.

Dann gibt es eine bestimmie, von ¢ (2), g (2) wnd h(z) unabhingige Konstante ¢ mit
3) M(e,r)>M {g, fent (. %)}] .

Fiir ganze Funktionen von kleiner Ordnung besteht ein enger Zusammenhang
zwischen dem groBten und dem kleinsten Betrag, z.B. der

Satz. (LitTLEwoOD-WiMAN [11], [12]). f(2) ser eime ganze Funkiion der
Ordnung 9<<1. Dann ist die Menge

(4) [r: m(f, 7) > {M(f, r) Y=o+ cosma)]

fiir jedes >0 wunbeschrinkt.

Man hat sogar Aussagen iiber die (obere) Dichte der Menge (4) und dhn-
licher Mengen (AmIrA [13], BEesicoviTcH [14], CARTWRIGHT [15], PENNY-
cuick [16]). Hiernach liegt es nahe zu fragen, ob es fiir den kleinsten Betrag
von ¢(z) =g {h(2)} Sitze gibt, die dem Poélyaschen Ergebnis entsprechen,
~wenigstens im Fall, da} g (z) und 4(z) kleine Ordnung haben. Es ist allerdings
zu erwarten, daB solche Sitze wesentlich komplizierter als der von PéLva sind.

In §4 (Sétze 3 und 4) gelingt es, eine Bezichung der gesuchten Art zu
finden, wobei aber die Gré8e m(f,7) — d.h. der kleinste Betrag von f(z)
auf dem Kreis |z|=7 — durch den kleinsten Betrag auf gewissen ,kreis-
artigen” Kurven zu ersetzen ist. Die Sitze 3 und 4 sind von Bedeutung in
der Iterationstheorie, und ihre Anwendung in § 8 und §9 bildet eine weit-
gehende Verschiarfung der Resultate in [§].

9*
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§ 3. Der kleinste Betrag und die Niveaulinien einer Funktion,
deren Ordnung kleiner als 1 ist

Die folgenden vorbereitenden Nebenbetrachtungen haben anund fiir sich
schon ein gewisses Interesse. Nach dem Satz von LITTLEW0OD-WIMAN nimmt
der kleinste Betrag m(f, r) der ganzen Funktiofi 7(z) von kleinerer Ordnung
als £ beliebig groBe Werte an. Wir fragen: Wie grof muf r gewdhit werden,
damit m(f, r) eine vorgegebene Grife R zum. exstenmal erreicht? Fir den Zweck
dieser Arbeit ist ausreichend der

Satz 1. f(z) sei eine ganze Funktion der Ordnung 0<%, ferner r(R) die
kleinste Losung zu gegebenmem R>0 der Gleichung m(f,r) =R, und M_,(f,7)
die Umbkehrfunktion von M(f, 7).

Dann gibt es zu jedem >0 ein Ry >0, so daf fiir alle R >R,

(5) M, (f, Ry <7 (R)<{M,(f, R)}H@+2,
wobei
1 ’
= Ma}x'_(i — 5,)005(71:0)
ist.
Es sei bemerkt, daB L{0)=1 und daB L(g)— oo fiir ¢—%—0. Zuerst
bringen wir den
Hilfssatz 1. Gegeben set die ganze Funktion f(z). Bei obiger Evklirung von

M}, v) und M_,(f, v) gibt es zu den reellen Zahlen k>1, >0 eim R, so daf
fiir alle R>R,

(©) M.,y (f, RY) < (1 4 0) {M., (f, R} <{M_, (f, R)}**°

ist.

Beweis. Man setze s=logr und V(s)=log M(r). Nach dem Dreikreise-
satz von HADAMARD ist V(s) eine konvexe Funktion von s; insbesondere

Vis) = Vo) - Viks) ~ V() ,
s ks
also
(7) Viks)z kV(s) — (k —1) V(0).
Fiir wachsendes s strebt (nach dem Satz von LIOUVILLE) Y—(s—){l@l gegen oo.

Wegen der Konvexitit von V(s) strebt fir unbegrenzt wachsendes s und fiir
festes 0 auch der Ausdruck —Y(-Si-”ijrﬁ-(-f)-- gegen co. Jetzt sei ¢>0 so klein
gewihlt, daBl ¢°<1+ 6. Es gibt ein sy, so dall

V(ks +_0_)__—— I_/(k $) > (A —1) V(o)
a ) v

fir s> 5.

Hieraus und aus (7) folgt
Viks +0)>kV(s), d.h. M er) > {M(f, 7}
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fiir alle geniigend groBen r. Also, wenn man M{f, 7) =R setzt, findet man
ML, R <e{M,[f, R} <(t+ ML, R <{Ma(f, R+

fiir alle geniigend groBen R, w.z.b. w.
Beweis von Satz 1. Jede ganze Funktion f;(7) der Ordnung g<% last -
sich als ein einfaches kanonisches Produkt darstellen:

(8) h@R) =Cz H (1 — ai) ,  C Konstante, #,=> 0 ganz,

n=1 "

wobei die von Null verschiedenen Nullstellen a, nach ilren absoluten Betrigen
b,=]a,| durch
(8 0<b=by<by<---

geordnet werden kénnen. Q. B. d. A. kann man den Faktor Cz™ weglassen.
Gilt der Satz fiir die Produkte

. m z
(9) 1) L—-ngl(« - =)
so auch. fiir die allgemeineren Produkte (8). Denn es ist

m(fy,7) =|Clrmm(f,7) und M(f,r) =|C|mM(,7).

Unter 7, (R) verstehe man die kleinste Losung #’ der Gleichung m.(f;, #) = R.
Fur gentigend groBes R — etwa so groB, daB ays M(f,,») >R die Ungleichung -
[Clr>1 folgt — ist | |

mifh, 7 (R)}>mif,7(R)} =R

Aus der Stetigkeit von m(f,, 7} folgt, daB 7, (R)<r(R). Gilt Satz 1 fir f(2).
so hat man fiir geniigend groBes R '

(10) 7 (R} <7(R) < {M,{f, R)}¥@+%2  §>0 belicbig.
Aus M(f,,7)=|C|rmM(f,7) folgt

- M—l {flr l C] MMU: 7)} <M-1 [fl! {M(/r r)}1+¢_’]l
fiir beliebig kleines ¢>>0 und alle geniigend groBen 7. Setzt man

M(f,r) =R

so ist nach Hilfssatz 1
(11) 7 =M, (f, R) <My (f, R*) <{M,(h, R+
fir alle geniigend groBen R. § sei so klein gewihlt, daB

(1 +20){L(e) + } < L(e) + 4.

Dann ergeben (10) und (11)
7 (R) <{M_y(h, R)y-@+s
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fiir.alle geniigend groBen R. Die andere Hilfte von (5), d.h.
ist trivial. My (h, B) <niR),

Es geniigt sogar, den Satz fiir Funktionen mit reellen negativen Null-
stellen zu beweisen, d.h. fiir Funktionen g(z) der Form (9):

©) ) =1IT 1+ )
» n=1 #
mit b, wie in (8'). Man sieht sofort, daf}

Mg, n)>M(f,7), m@E ) <m({f,7), 1{R)>r(R),

wobei #,(R) bzw. 7,(R) die kleinste Losung von m(f,7) =R baw. m(g,r) =R
ist. Gilt
7g(R) < {M_,(g, R)}-@*3,
so folgt _
7i{R) <7y (R) <{M_y(g, R)}" @+ <{BL, (f, R,

Man beschrinke sich also auf die Funktionen (9') von der Ordnung ¢ und
betrachte deren Nullstellen, wobei die Anordnung (8') immer noch voraus-
gesetzt wird. Die Verteilung von diesen Nullstellen muB man etwas eingehen-
der untersuchen, um das Verhalten von 7 (g, #) fiir unsere Zwecke ausreichend
zu beschreiben. Das wird mittels einer Konstruktion von LrrTLEWOOD [11]
und BesicovitcH [14] geleistet.

Die Resultate von LITTLEWOOD und BESICOVITCH. Dieser Abschnitt ist
im wesentlichen der Arbeit [74] von BESICOVITCH entnommen, wo man Be-
weise fiir die’ zitierten Behauptungen findet. Wir haben eine triviale, aber
bequeme Abdnderung in der Bezeichnung vorgenommen, indem wir die in
(12) definierten ¢,, d.h. die Logarithmen der Besicovitchschen ¢, einfithren.

Fiir jedes a>>p ist 2 b * konvergent [17, S. 249]. Weil die Glieder dieser

n=1
Reihe positiv und monoton abnehmend sind, folgt nb,*—0 fiir #— oo, daher
1

b,n @ ~>oo fiir n— oo, Fiir jedes & <1/p strebt also b,#~* — oo, Wir nchmen
ein festes #'<C1/p und setzen

(12) ¢, =log(b,n %), ¢, also reell.
Es strebt ¢, — oo mit m—> co; folglich strebt der Ausdruck

Ay (s) = ix_+_0=z_ir;;';tfs.n_> 00

fiir s—>®o. A,(s) hat ein Minimum, das fiir hochstens endlich viele s-Werte
angenommen wird; p, sei der groBte unter diesen Werten. Darn gelten die
Beziehungen

8 Ay (P1) =d,

=4, c,,igdl
As)=zdy fur szt
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Auf dieselbe Weise betrachtet man das Minimum (angenommen fiir s=2,
und fiir kein s> $,) des Ausdrucks

Ay (s) = ot Gttt pis
. ’ §
nimlich 4,(p,) =do>dy mit ¢, 11 2 dp, ¢4 1p, < dp und A,(s) 2 d, fiir s= 1.
Durch Wiederhelung dieses Verfahrens erhilt man die Folge {$;} mit $; ganz
und positiv, und die Folge {d;} mit 4, reell und d;<d,<---. Diese Folgen
sind so beschaffen, daB ‘

)

S +¢ e o+ e S .
Aj(p) = Hiait tata % =d, ix1,
L] .

(13) clz‘—x +12 di: Cli‘sdi
und
fir alle s> 1.

Gy it et b s o A,-(s)Zd

s 3

Hierbei ist . '
L=p++ i f=0.

BEsicoviTcH hat bewiesen, daBl fiir vorgegebenes ¢>0 und fur alle ge-
niigend groBe 7 die Ungleichung
1

(14) mig,7) > {Mg, )}, @l= >
im Intervall

(15) e

gilt.

Wir wollen die obigen Resultate von BesiCoviTCH anwenden, um zu zeigen,
daB die die Ungleichung (14) befriedigenden r-Werte mit einer gewissen min-
desten Hiufigkeit vorkommen und sogar, daB benachbarte Intervalle (15)
nicht allzu weit voneinander entfernt liegen. Daraus wird folgen, daB 7(R)
und M_,(f, R) GréBen derselben Ordnung sind.

Es scien %2 und £’ so gewdhlt, daB3
1 . 1 N
(16) —Q—>k>k>2, Q<T<—i’7—g<2.
Es strebt b,n*— co mit w—> 0o0. Also gilt. fir alle geniigend groBe #

by >enf¥
und nach (12)

(17)  cy=log(b,n¥)> (k— k) logm +1> (k — &) log (n + 3

Wir setzen S, fiir den rechten Endpunkt des i-ten Intervalls (15) und s; fiir
den linken Endpunkt des (2 1)-ten Intervalls:

S;= éinft;+ 3)f
s;== e (b + 37
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Nach (13), (17) ist
dip1> 6, > (k— F)log (t1 + %)
e > (byq + '%)k—k"
fiir alle geniigend grofe 7. Andererseits gilt fiir grofles ¢
S;> >t 3
§; < lin (gl ¥ IE—K) = g (bR Skik—F

Nach den Resultaten von BEsicoviTcH kann man die Ungleichung

und damit

und somit

&
§; < Si(ﬁ_—‘;’—)
so deuten: Es gibf ein Y, so daB fiir R> Y das Intervall (R, R¥®~%)) min-

destens einen die Ungleichung (14) befriedigenden Punkt » enthilt.

Zu gegebenem R sei 7, die Losung der Gleichung
1

Mg, 1) = R-stomsne,

R sei so groB gewidhlt, dafl », groBer als Y ist. Dann liegt im Intervall (r,, 7iR—F)
wenigstens ein Punkt 7,, fiir den gilt

(18) m(g, 75) > {M(g, 7p) {oH o7V > (Mg, ry) }mot osmel = R,
Weil m (g, 7) eine stetige Funktion von 7 ist, ist 7(R), die kleinste Losung von

m (g, 7) =R, Kkleiner als 7, und 7, <#¥*~¥, Trivialerweise ist » (R)> M, (g, R).
Somit haben wir tatsichlich fiir alle geniigend groBen R:

VS S ) [
(5') .Ml e RsrR)< {M_l(g, R—+<t cosne’)}k-—k’ .
Nach Hilfssatz 1 ist fiir alle genligend groBen R

- (%) (oreme +5)
(19) r(R) <{M_ (g, R} A-F/\—eroomne’ 3],
wobei §>0 beliebig klein gewdhlt werden darf. Im folgenden versuchen wir,
im Ausdruck (19) einen moglichst kleinen Exponenten zu erhalten.

Man setze & = 1/p,. Die Ungleichungen (16) ergeben

(20) e<m<eo <3
Es sei

1

—— = lim sup (1 —g,/g’) cos mo = Max (1 — pfo’)cosmo'.
L) oo )

e SE
e<e<e<i

Man nehme g,, ¢’ wie in (20) und ferner so, daB
(1 — 01/e") cos o' > 1/(L(e) + 8/3)

R 1 1
h—K cosmg (1 — gjo))cosmp <L)+

also

u:io:
.
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&£>0 war beliebig klein zu wahlen; es sei so klein, daB
R 1 24
E—k —e-+cosmp’ <L(9)+-§_ '
fir die jetzt gewshlten &, k'. Mit diesen Werten von %, 5’ und ¢, die aflein
von p und & abhingen, ergibt die obige Diskussion [insbesondere (5')], daB
fur alle gentigend groBen R
(5) M,(g, R <7(R) < {M4 (g, R)HEQ@+)

ist. Alsoist Satz 1 fiir die Funktion (9") und somit allgemein bewiesen worden.
Das Verhalten des kleinsten Betrages hat natiirlich Konsequenzen fiir die
Niveaulinien einer ganzen Funktion:
Satz 2. Es seien B>A>0, R>0 und g(2) eine tn |z| < B regulire Funk-
tion mit den Eigenschaften:
fir |z) <4 ist [g(| <R,
fiir |2] = B st |g(2)] > R;

dann gibt es in A < |z| < B eine einfach geschlossene, den Nullpunkt enthaltende
Kurve I, auf der |g(2)] =R gilt.

Insbesondere sei g(2) eine ganze Funktion der Ovdnung p<%; dann gibt es
¢in Ry,>0, so daf fiir alle R> R, der Kreisring

(21) M. (g R)<[z| <r(R+1)

eine den Nullpunkt enthaliende, einfach geschlossene Kurve I' enthilt, auf der
|g(z)| =R gilt.

Beweis. Man nehme die zusammenhiéngende (nach dem Satz vom Maximum
sogar einfach zusammenhingende) Komponente K der offenen Menge
{z|g(z)] <R}, die den Kreis [z] <A einschlieBt.. I" wird als Rand von K
gewihlt. Der Rand von K besteht aus Niveaukurvenstiicken, auf denen
|g(z)] =R gilt. Aus der Kompaktheit der in der Kreisscheibe |z| < B gele-
genen Niveaukurven |g(z)] = R folgt, daB diese Kurven eine endliche Gesamt-
bogenlinge haben. Von einem beliebigen Punkt @ auf dem Rand von K
ausgehend, verfolge man irgendeinen durch Q laufenden Zweig von Rand K;
man gehe immer in der gleichen Richtung weiter; st68t man auf einen Kreu-
zungspunkt P der Niveaukurven, indem man in P entlang dem Kurvenast «
ankommt, so soll man P entlang den nach folgender Vorschrift gewéhlten
Ast o verlassen: a’ schlieBt mit « in der Umgebung von P einen Winkelraum
ein, dessen innere Punkte zu K gehéren. Dann gehért auch der Ast o’ zu
Rand K. Dieser Vorschrift fiir jeden eventuell vorkommenden Kreuzungs-
punkt folgend, kann man den Rand von K unbegrenzt verfolgen. Wegen der
Beschrinktheit der Gesamtbogenlinge trifft man einen Punkt » mehr als
einmal; I" sei der zwischen dem ersten und zweiten Auftreten von % durch-
laufene Teil von Rand K; wenn man di¢ durchlaufene Bogenlinge als Para-
meter einfithrt, erkennt man; daB I'" eine Jordan-Kurve bildet, auf der
|g(2)| =R gilt. Im Innern von I' ist |g(3)|<R.



130 Irvine NorL BAKER:

Es gibt in |z| < B nur endlich viele Nullstellen von f'(2), d.h. Kreuzungs-
punkte des Niveaugebildes. Man nehme einen Punkt &¢I, der kein Kreu-
zungspunkt ist. Nach dem Satz vom griBten Betrag wird eine kieine Kreis-
scheibe um & durch die Kurve I'in zwei Teile K;, K, geteilt, fiir die |f(z)] >R
bzw. |f(2)] < R. K, gehorf zum Innern von I'. Nun gehdrt I" zum Rand von
K. Es folgt, dal X mit dem Innern von [ identisch ist und dal I" den Null-
punkt enthilt.

Die Behauptung iiber ganze Funktionén folgt unmittelbar aus dem ersten
Teil des Satzes.

Fiir ganze Funktionen héherer Ordnung brauchen geschlossene Niveau-
linien {iberhaupt nicht zu existieren; so sind die Niveaulinien von ¢ z.B. die
Geraden Rez=konst.

§4. Die Zusammensetzung fig ()} und ihre GroBe auf gewissen
kreisartigen Kurven

Dic grundlegenden Sitze 1 und 2 kann man jetzt anwenden, um Ergeb-
nisse iiber die Wertverteilung von zusammengesetzten Funktionen der Form
7{g(2)} abzuleiten.

Satz 3. Es seien f(z) und g(z) ganze Funktionen der Ordnung o, bzw. g,,
0< 0;<3, 0<p,<}. Dann existiert zu gegebenen £>0, 6>>0 eine Folge von
geschlossenen Jordan-Kurven I, die den Nullpunki enthalten wund auferdem
folgende Ergenschaflen haben: Es seven o; und o; die grofte bzw. klesnste Eni-
fernung zwischen dem Nullpunkt wnd I;. Dann

@ g0,

(i) &, <oF'%*S, wobei L(g,) die tm Satz 1 erklirte Bedeutung hat,

(i) auf I, (dic innerhalb von |2| <o, liegt) ist

1 —& + cOS m-gf
(22) |F{g@)}] >M [f, e, 3, “L"ta;ﬁ‘i)]

fiir € T,. 'Ferner lassen sich positive Konstanten K> 1 und v, finden, so daf
fiir s>vg jeder Kreisring s<|z| <sX sine solche Kurve I' enthiilt.
Bewers. Wir nehmen gemif Satz 1 so groBe R-Werte, daB

75(R) < M., (g, R)Hen +9

ist [7,(R) ist die kleinste Lésung der Gleichung m (g, 7) =R], und daB die
Voraussetzungen des Satzes 2 beziiglich der Funktion g(2) erfiillt werden.
Unter diesen wihlen wir einen solchen Wert R;, daB auch (Satz von LITTLE-
WOOD-WIMAN)

M(f, Rz) P {M(fs Ri)}-—s+‘cosng,

gilt. Nach Satz 2 gibt es eine Jordan-Kurve I in dem Kreisring

M—l (gx R;) = IZI <.rg (‘Rz _l— 1) 4
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fur die |g(2)] = R, ist. Fiir groBes R; ist nach Hilfssatz 1

[]
- Ligh + 9

7o (Ri+1) < {M (g R+ 1)} T <M (g, R)) ,
und I liegt daher in

2) M, (g R < |z] < {M, (g, R))}Fe0 12,
Fiir z¢€ I; hat man

(24 e (@) > m(f, R) > (M(f, Ryy-c+ o=
Nun ist

| G <r(R;+ 1) <{M., (g, R))-led +¢
d.h.

1

R,>M (g, g; Lles) +o) ,

und (24) wird somit zu (22). Weil g;>M_, (g, R,) ist, ist (23) gleichbedeutend
mit
Q;S|ZI$6‘,~<Q,-L(W)+" far ZEI;.

Zu ‘beweisen bleibt nur die Aussage iber die Verteilung der I'-Kurven.
Nehmen wir &¢'<¢, > >g;, so daB
cos(mg’) — &' = cos(mg)) — ¢.

Aus dem Beweis von Satz 1 [vgl. (17), (18)] sieht man, daB fiir alle gentigend
groBen R (>4 etwa) jedes Intervall (R, R°) — wobei ¢> p'/{o'— g;) — ein
solches R enthilt, daB

(25) m(f, R) > M(f, R)=¢ +s7¢ = M(f, R)=¢+cosne,

Im folgenden wollen wir nur so groBe s-Werte wihlen, dafi R =M(g, s)>4.
Nach dem Hilfssatz 1 ist fir beliebiges, festes £>0 und passend groBes s

My(g Ry <{M, (g R)F+% =s+F
und daher
Mg, s +¥) > {M(g, s)f = R"
In (R, R°) liegt ein fé,'das. (25) geniigt. In (s, s°+ %) legt ein §'mit M (g, §) = K.
Also liegt nach (23) im Kreisring
B < 7| < st +9
und ‘somit sicher im Kreisring
s< |2] < s+ D Liew + 0
eine den Nullpunkt umschlingende Jordan-Kurve I' des behaupteten Typs.
Das K der Behauptung ist gleich

(¢ + &) (Llgg + 9)-
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Zusatz. Es ist klar, daB M [f{g(2)}, ] < M [f, M(g, r)]. Dann ist fiir die
rechte Seite von (22)

1 y]—etcosmyy L —e+cosnp,
M {/, M {g, a; L(cy)+6}] >M [f{g(z)}, a; Lied +o]
cos::gj-—e-——e’)

=M [f{g(2)}, 0] (e

fiir beliebig kleines ¢'>0 und passend groBes ¢; nach Hilfssatz 1.

Notwendig, daBl eine gegebene ganze Funktion @(z) sich in der Form
D(z)=f {g ()} aus zwei ganzen Funktionen f(z) und g(z) von kleinerer Ord-
nung als 3 zusammensetzen 14Bt, ist die Bedingung, daB es einé Konstante
* >0 und eine Folge von Kurven I (mit &;=Max |z], z€ [}) der oben be-
schriebenen Beschaffenhéit gibt, auf denen

(26) |@()| > {M(D,5,)})

ist. Obgleich wir jetzt Kurven I} haben, fir die sich der kleinste Betrag
mit dem groBten vergleichen laBt, wird diber die absolute GroBe von |f {g(2)}|
auf diesen Kurven immer noch fast nichts ausgesagt: Es wire denkbar, etwa
"bei unregelméBigem Wachstum von f{g(2)}, daB M[f{g(z)}, 7] in gewissen,
die Kurven I} enthaltenden Bereichen verhiltnismiBig kleine Werte an-
nimmt. Deshalb ist interessant der '

Satz 4. Es seien [(z) und g(z) ganze (transzendente) Funktionen der Ord-
nungen g; baw. g, 0<g;<<%, 0, <}; L sei eine beliebige positive reelle
Zahl. Dann gibt es eine Folge I} von geschlossenen, den Nullpunkt enthaltenden,
und den Anforderungen (i) und (ii) von Saiz 3 gemiigenden [Jordan-Kurven,
auf denen

(27) |Hg (2)}] > exp (a7)
fiir z€1; gilt, wobei G;= Mealgc 2]
s Cdy )
Bewers. Es folgt bekanntlich aus den Phragmen-Lindeldfschen Metho-
den, da zu gegebenem ¢>0 und einer ganzen Funktion f(z) der Ord-
nung gy, 0<g; <%, sich beliebig groBe R-Werte R; finden lassen, fir die

m(f, R) > exp (R%~*). Im Beweis von Satz 3 kénnte man solche Werte fiir R,
nehmen. Dann gibt es in

M,(g. R) < |2 < {M, (g, R))}-ei+?

fiir gentigend groBes R; Kurven [, auf denen

@ e >epre > el o))

‘weil 6;< {M,(g, R0 ist. Zu gegebenein K >0 ist fiir geniigend
groBes ¢; (und also R))

579) > 5 T a)
Mg, 5Tep9) > 5\ Ty
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(28) wird daher zu
e
(29) | Hg ()] >exp [G,v Heg+o 7],

Der Exponent von g; in (29) kann durch passende Wahl von K beliebig grol3
gemacht werden, insbesondere gréBer als das L von (27). Die Funktion
f{g(2)} ist von unendlicher Ordnung. _

Bemerkung. Die Bedingung g¢,>0 in Satz 4 ist wesentlich. Wenn ¢;=0,
0< g,<oo, ist es moglich, daB f{g(z)} sogar eine endliche Ordnung hat.
(Vgl. Pérya [10], BAxER [8].)

Nach Satz 4, wie nach dem in §2 zitierten Satz von P¢rya ist es klar
daB g;>0 eine unendliche Ordnung fiir f{g(z)} zur Folge hat. Trotz der
Polyaschen Relation braucht die Wachstumsgeschwindigkeit von f{g(z)}
Keineswegs so hoch wie exp {exp(r%)} [ein Ausdruck, der ungefihr der Zu-
sammensetzung von exp(r%) und exp(r%) entspricht] zu sein. Das beruht
auf der Moglichkeit einer Wechselwirkung zwischen zwei unregebmiBigen
Wachstumsarten fiir f(z) und g(z). Erst wenn man weitere Wachstums-
bedingungen hinzufiigt [etwa ¢;>0, 0< g, = untere Ordnung von g(z)] wird
die Existenz eines a>0 gesichert, fiir das

Mf{g (=)}, 7] 4= 0 {exp(expr%)}.

Auf diese Verhiltnisse gehen wir nicht ndher ein. Um aber zu zeigen, daB
sich die Ungleichung (27) von Satz 4 im allgemeinsten Falle nicht sehr ver-
bessern 1483t, beweisen wir den '

Satz 5. Gegeben seien zwei Komstanlen o4, og (mit 0<<g,<<1, 0<pe<1)
und cine reelle Funktion p(r) mit im u(r) = oo. Dann existieren zwer ganze

Funktionen g(z) und G(2) der Ordnung g, baw. og, so daf

(30) MG {g(#)}, 7] <exp(*1)
fiir alle geniigend grofen r gilt.

Da Verkleinerung von u(r) die Behauptung verschirft, kénnen wir von
vornherein

(31) | ulr)<logr

annehmen. Als Vorbereitung fiir den Beweis dieses Satzes schickén wir ein
paar Bemerkungen {iber den bekannten Zusammenhang zwischen der Null- -

stellenverteilung und dem Wachstum einer ganzen Funktion voraus. .
o0

Hilfssatz 2. Fiir ein kanonisches Produkt g(z)= [] (1 —f) sei n(r) die

n=1 4
Anzahl der Nullstellen, deven Betrag nicht grofer als v ist. Wenn fiir 0<<p<1
stets n(r) < e, aber n(r) =0 (r*~°) fiir kein ¢>0 ist, so ist die Ordnung von
g (2) gleich g.
Beweis. Die Ordnung eines kanonischen Produktes ist gleich dem Kon-
vergenzexponenten der Nullstellen (vgl. z.B. [17]). Nun folgt aus #(r) < r°
die Konvergenz von., b;¢+9, b, =|a,|, fir jedes positive & (Vergleich mit
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2on~ 4y d h. der Konvergenzexponent und damit diec Ordnung sind nicht
groBer als p. Wenn die Ordnung von g(z) gleich 4 ist, folgt aus dem Jensen-
schen Satz, daB #n(r) =0(4**) fir jedes £>0 gilt. Wire also die Ordnung
A, A<p, so wire n(r)=0(r1*°) fir jedes positive &, also gleich O (7" +2/%)
entgegen der Annahme des Hilfssatzes,

Bezeichnungen. Ein Polynom

Pa=II(1—7) o<la|S|a|<la]=T

me=1 \"

soll von der Klasse (g, T) sein, wenn fiir die Anzahlfunktion der Nullstellen
n(r) < v gilt, d.h. fiir |a,|=m', m=1,2,..., %

Ein festes Polynom P(z) von der Klasse (g, T) bestimmt fir W>T die
Funktionenkiasse {P, p, W} aller Funktionen g

(32) g(z)=]z(1—-;;), 0< |l < 1b] <

mit b,i:a’, l'==1,...,’n,
by >W>T,
und ug(r)Sr@.

Lemma 3a) Fiir p<1 seien ein Polymom P(z) von der Klasse (o, T) und
esn V>0 gegeben. Dann gibt es ein W mit W>V, so daf fiir jede Funktion
g(2) der Klasse {P, o, W}

(33) FM(P,r)<M(g,7) <2M(P,7)
fir 1<V gilt.

 3b) Zu der als fest betrachten Funktion u(r) von Salz § und einem Polynom
P() gibt es ein U= U(P), so dap

(34) 2M(P,7) < 7#)

fir r= U gilt. Ist P von der Klasse (g, T}, so werden wir tmmer annehmen,
daf U>T ist.
3c) In 3a) wdhlen wir V grofer als das U von 3b). Dann gelten (33) und

35) Mg, ) <yt
fiir alle v in [U, V] und g€ {P, p, W}.

Bewsis. 3a) Fir il <L st

bom
F4
1

b

- )

Ist
(36) W>2aV,
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so gilt fiir |z] < V (mit der Bezeichnung 1%, |=4d,)
67)  jlg IT (1—57)] = gt —2)| s 20| X 4t
Lo a (W) l m>n(W) m>n (W)

Es ist #(W) < We. Man spalte die letzte Summe von (37) auf folgende Weise
auf:
Sodit= ¥ a4 T al=S+S
m>n (W) n(W)<m<W9 mz e

In S, ist d,>W, also ist S;,<WeW. Fir alle r gilt n(r) < e, d.h. es gilt

at<mie<m?,

und somit
' S, < Z m2=0(W-¢
mz we
(37) wird nun zu
(38) 'log [I (1-—-——)!.—-2Iz'OW e We— 1)

m>n (V)

Offenbar kann man beliebig groBe W wihlen, so daB (36) erfiillt und (38)
beliebig klein wird. Diese Wahl kann gleichmiBig fiir alle g(z) € {P, o, W;
getroffen werden. Dadurch kann man erreichen, daB
+< 1—L)|<2,
m>n (W)( ) |
also
< | g2

2
Py | <

fiir |z| < V gilt. Hieraus folgt die Ungleichung (33) fir 2| < V. 3Db) und 3¢)
sind trivial.

Beweis von Satz 5. Der Grundgedanke der Konstruktion ist der folgende:
Um die GroBenbeschrinkung (30) zu bewirken, werden G(z) und g(2) als
Funktionen mit sehr unregelmiBigem Wachstum angesetzt. Némlich G (Z)
kann fiir die Werte von Z verhiltnismaBig groB sein, die als Werte von g(2)
dort vorkommecn, wo g(z) verglichen mit |z| verhiltnismiBig klein ist. Um-
gekehrt, ist Z =g (z) verglichen mit |z| recht groB, so soll &(Z) verglichen mit
|Z| von miBiger GroBe sein. Dieser unbestimmte Gedanke wird verwirklicht,

indem wir zwei nach oo strebende Folgen

(39) 0 <ty oty <oy <0y <ly <ty V< W< --r,

(40) 0<V0<W;<T1<Ul<V,<W1_<T2<U2<If;'<W.3<’1;<-=-
konstruieren, Mit ihnen bilden wir

(41) gu=[] =], m=12..,

42) Q= [T —[12,], m=1,2,...
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(worin fy= T,=0 zu sectzen ist), die Polynome

(43) @ =11 (1—7)"  der Kiasse (g, 1),
b1 k
(44) P =]I (1—2)®*  der Kiasse (g, T.)
k=1 k
und die ganzen Funktionen
e z \9k
(45) g@=II{t—7 )",
- z \%
G(2) = — B
(46) @=I(-7)

Wir wollen nachweisen, daB g(z) und G(z) die Behauptung von Satz 5
erfiillen. Fir ,(r), die Anzahlfunktion der Nullstellen von g(z) gilt

) = [£2]
und fir alle » mit ¢, <r<<{, .,
. e (7) = [tgﬂ <7%.
Nach Hilfssatz 2 ist die Ordnung von-g(z) genau g,. Entsprechend ist die

Ordnung von G(z) genau gg.
Um die wichtigste Behauptung (30) zu beweisen, richten wir die Folgen
so ein, daf fir jedes n=1, 2, ... die endlichen Teilfolgen von (39) und (40):

(47) O<ty <o < by <, < 0, < W,
(48) 0< T <Wy< <y <Wy<L<U,

die in (49) bis (53) ausgesprochenen Eigenschaften besitzen: Fiir jede Funktion
gn (Z) det Kla‘sse {?M? ng wﬂ} gelten

(49) Mg, u) <Viy, k=1,...,#,

(50) M(g,,v) > U, k=1,...,n,

51 Mg,,r) <™ in {u,,v:], k=1,...,n.

Fiir jede Funktion G,(z) der Klasse {P,_, og, W,.,} gelten
(52) MG, ,ry<2 in [0, V],

(52') MG, <  in [U, V], k=1,...,n—1.
Weiter gilt |

(53) 2M(P,ny < fir r 2 U,.

Nehmen wir vorliufig an, die angegebenen Anforderungen (49) bis (53)
fiir =1, 2, ... scien erfiillt. Wir zeigen, daB dann die Funktionen g(z) und
G(2) von (45) bzw. (46) die Ungleichung (30) erfillen. Die Funktionen g(z)
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und G(z) gehéren den Klassen {p,, g,, @,} bzw. {F,, oc, W,} fir alle # an.
Daraus und aus (49) bis (52') folgen '

(54) Mg u)<Ve, k=12,
(55) Mg, v) > U, k=1,2,...,
(56) M, n<r in [u,v], k=1,2,...,
(57) M(G,7)<<2 in [0,V],

(57') MG, 7)<r?  in [U, V], k=12,...

Weil g(z) bzw. G(z) die Ordnung o, <<1 bzw. g; <1 hat, gelten fiir alle groBen
r-Werte

(58) Mg, 7) <exp(r'l)  bzw. M(G,r)<e.
Allgemein gilt
(58') M{G(ghrt< M{G, M(g,7)}.

(i) Fir » gemaB v, , <7< u, liegt R=M(g,7) in [U;y, Vi) nach (54),
(55). Hiernach und nach (57') ist

M(G,R) < R
und (58') wird -zu

M{G{g),r} < R0
< {exp(roth) tesp @+ pach (58)
<{exp(r‘?v+l)}’o’H nach (31)
— exp(ri®*?) < exp ()
fiir alle geniigend groBen r (oder k).
(i) For 7 gemdB u, <7< v, ist nach (56)

R=M(gr)<r®
und (58') wird zu
M{G(g).r} < &f <exp(r")

fiir alle geniigend groBBen 7 (oder k). Alle »-Werte fallen entweder in Intervalle
[vp1, #;] oder Intervalle [#,,;], so daB die Behauptung (30) von Satz 5
bewiesen ist.

Es bleibt, die induktive Konstruktion der Folgen (39), (40) mit den Eigen-
schaften (49) bis (53) nachzuholen.

n=1. Man wihle £,>0 und definiere gemdB (41) und (43) das Polynom
$y(2) der Klasse (g,,#). Nach Hilfssatz 3b existiert u, = U(py) >4, so daB
fir r=>u,
(59) 2M(py,7) <

Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 10



138 IrviNE NoEL BAKER:

gilt. Dann wéhle man
(60) Vo> 2M(py, uy)

und gemiB Lemma 3a ein Wy, > V¥, so, daB fiir jede Funktion {7 (z) € {P , 06, Vo)
— wobei F(2)=1 —

(61) MG,y <2

fir 7 <V, gilt. Jetzt nimmt man ein 7;> W, definiert gemiB- (42) und (44)
das Polynom~ B (z) der Klasse (g, 7;) und findet nach Hilfssatz b ein
U,=U(R)>T; so, daB fir r 2 U

62) 2M(B,ry <

ist. v,>u, sei so gewidhlt, daB

(63) FM(py,v) > Uy,

und w,>v; so groB, daB alle g (z) €{$,, g;, #} die Ungleichungen
(64) 3 My, 7) <Mlgy,7) <2M(py,7)

and

(65) Mg, n)<r¥

in [u,, ;] erfiillen. Fir jedes g, (2) € {$1, 0. @1} ist nach (60) und (64)
(66) Mgy, w) <2M(py, ) <V,

und nach (63) und (64)

(67) Mg, v) >+ M(py,v) > U,.

Wir haben also

0< ty < 1wy <oy <y
und

o< V< W< i<

konstruiert, fiir die die Gln. (66), (67), (65), (61), (62) die entsprechenden
Gin. (49) bis (53) der Induktionsbehauptung im Fall # =1 bilden.

Allgemeiner Indukiionsschritl, Jetzt riehmen wir an, die Konstruktion sei

fir =1, 27 ..., N ausgefithrt. Schon konstruiert sind die endlichen Teilfolgen
0<tl< "'<tN.<'uN<vN<wN
O<V:;<"'<VN_1<WN_]< 2HN<UN

Man wihle £y, ,>wy und definiere gemaB (44) und (43) das Polynom py ¢, (2}

der Klasse (g, ty41)- Nach Hilfssatz 3b existiert swyyy = Ulpy 1) >ty1 S0,

daB fiir r= wniy

(68) 2M (py 1,7y <70

gilt, Dann wihle man V), gemiB

(69) Vi > 2M(bu iy Hy11)
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und nach Iemma 3a ein Wy>Vy so, daB fiir jede Funktion

Gn41(2) € {Ev, 06, Wa}
(70) M(Gy.i1, 7 < 40

fir » in [Uy, Vy] gilt. Jetzt nimmt man ein Ty,,>Wy, definiert gemés (42)
und (44) das Polynom Py.,(z) der Klasse (g6, Tv,y), und bestimmt nach
Hilfssatz 3b ein Uy, = U(Pyiy)>Ty4y so, daB

(71) 2M(Byyy,m) <7

fiir 7= Uy, q gilt. vyy,> %y, sei so gewdhlt, daB

(72) $M(Pyi1, Uvi1) > Unsrs

und wy,, nach Hilfssatz 3c so groB, daB alle gy, (2) € {#n11, 05 Un1a}
(73) M Py, ?) < Mgy, 7) <2M(pyia,7)

und

(74) Mgy 1, 7) <7#¥)

in [w#yyq, vyeq] erfillen, Fir jedes gyy,(2) € {Pwias 8 wn4y} ist nach (69)
und (73)

(75) Mgy t1, Unsy) < 2M(pyyr, v 1) < Vo,

und nach (72) und (73)

(76) Mgy, On41) > 3 Mpnia, Un+1) > Unis-
Wegen

{bn g Wy} D {Pnt1, 8 Wnia}
{PNfQG: WN} > {PN-i-lr e WN-}-I}

geniigt jedes gy, den Gln. (49), (50), (51) fir n=N+-1, k=1,..., N, und
jedes Gy, der Gl (52) mit n=N+1, k=1,,.., N—1, und der Gl (52).
Aber die Gln. (75), (76), (74), (70), (71) ergeben die Gln. (49), (50), {(51) mit
n=N-+1, k=N +1, die Gl (52') mit n==N+1, 2= N und die Gl (53) mit
n=N-+1.

Hiermit ist die Induktion beendet.

und

I1. Die Vertauschbarkeitsrelation f{g(z)} = g{f(z)}

§ 5. Funktionen, die mit einer gegebenen Funktion vertauschbar sind
An und fiir sich ist schon die Moglichkeit einer kommutativen Zusammen-
setzung

(1) F(z) =Hg(a)} = ¢/ (2}

der ganzen Funktion F(z) aus den ,,vertauschbaren” ganzen Funktionen f(2)
und g(z) von Interesse. Als Beispiel treten vor allem die Iterierten einer
10*
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gegebenen Funktion auf. Die Iterierten einer gegebenen Funktion f(z) werden
mduktiv definiert:

(2) fold) =2 h@) =1@), fun(s =1} =1}

wobei m ganz und positiv ist. Sie sind offenbar ganz. Wir werden unsere
Resultate auch besonders auf die Iterationstheorie anwenden. Fir Polynome
haben Rirr (18], [19] und JacossTHAL [20], fiir gebrochene Funktionen
Juria [21] die Zusammensetzung (1) untersucht. Auf den Fall, daB f(2)
und g(z) [also auch F(z)] Polynome sind, wollen wir nicht eingehen, sondern
verweisen auf [18], [19] und [20]. Die Vertauschbarkeit einer ganzen trans-
zendenten Funktion mit einem Polynom kann man wegen des folgenden
Satzes 6 weitgehend ausschlieBen. Im Beweis benutzen wir den

Hilfssatz 4. Zu einer ganzem Funmktion [(z) gebe es zwei reelle positive
Zahlen c,d und ein ganzes n>1, so daf

(3) M(f,cr) < d{M{},N)";

dann ist [(z) ein Polynom.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Hadamardschen Sgtz, der besagt,
daB log M(f,r) eine konvexe Funktion von log7 ist. Wir setzen logr=uz,
log M(f,7) = V(x), log c=y, logd=4§. (3) nimmt die Form

(4) Vinzx +y)<nV(x)+ 6.
Wir zeigen, daB es reelle 4 und B gibt, so dal

Vixy<Ax+ B
(wemgstens fiir alle geniigend groBen #). Man nchme ein festes x,> Max
(0, ) ferner reelle 4 und B, welche die zwei Bedingungen
(5) Axy+ B> Vi(x)
und
(6) Ay —(n—1)B>d
_gleichzeitig erfiillen, z.B.

e T T

Far x> n—_i ist nun #x 4y > #: also mit der Definition

nxg+Y =%, AL tTY=2%
ist xp<x,<<---< %, und x,—>co. Nach den obigen Definitionen ist
{7) V() <Ax+ B,

wie man leicht induktiv beweist: Fiir £=0 ist (7) nach (5) richtig.
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Ist V(x,_.,)<A=x,_,+ B, so ist nach (4)
Vg <nVix,_,) +d<nAx_;+nB+0
=Amnxy_+9y)+nB—Ay+0<Ax, -+ B
nach (6). Wegen der Konvexitﬁt von V(x) in x gilt V(x)<Ax+ B auch fiir
X, < X< Xy, also fir alle x> x,. Fir M(f, r) bedeutet das
M(f,7) < eBri.
Nach dem Satz von LiouviLLE ist daher f(z) ein Polynom.

Satz 6. Das nichtkonstanie Polynom g(z) sei mil der ganzen transzendenien
Funktion f(2) wie in der Gl. (1) angegeben vevtauschbar; dann hat g (z) die Gestalt
g(2) =27 1 b, m und n ganz. Umgekehrt gibt es zu jedem Paar von ganzen
Zahlen m, n und jedem komplexen b eine ganze transzendente Funktion f(z), die
mit g(z) =z e2*™I" L b vertauschbar ist.

Beweis. Es sei g(z) =ag+ a2+ -+ +a,2". Dann ist
@)  F@=Hag+mz+ -+ a,2) =a+af@+ -+ a(f2)"

Fir alle geniigend groBen » ist

(9) I“o+ +“Z|>

I“nl"

fir |z|>7r.
Also enthdlt das Bild von |z|>7 bei der Abbildung z—>g(z) = w keinen Punkt
der Kreisscheibe |w|< |“_r»?‘|1f", und das Bild B von |z| <7 enthilt die ganze
Kreisscheibe. Dann ist

M(F,7) = Max|f(ag+ - + a, )

(10) _ “_‘n_lv’"
—lffgglf 12”13?: 1) =17

Andererseits gibt es ein K>0, so daB fir |w|>K
(11) |ag+ aw + - + a,w"| < 2|a,]|w”]
ist. Zu 7 sei z¥ ein solcher Wert, daB-
M(F,7) =|F@f)|, |3 =r.
Nach (8) ist dann
(12) M(F,7)=Fle]) = |ag+ o[ @) 4 -+ + a, ([ ()]

Weil M(F,7) nach oo strebt, wird |f(z})|> K fir alle geniigend grofien 7;
nach (11) und (12) ist dann

(13) M(F, vy <<2|a,| [ (&)< 2]a,| (M, 1)}
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also nach (10) und (13)
M (1,121 < 2] a,] 1,

Auf Grund des Hilfssatzes und der Annahme, f(z) sei transzendent, erhdlt
man #=0 oder #=1. Den Fall # =0 haben wir ausgeschlossen. Man hat
noch festzustellen, welche linearen Polynome mit einer ganzen transzendenten
Funktion vertauschbar sein kénnen.

Es sei
(14) flaz+8) =af(z) +b=F(), a=0.

Zuerst sei a==1> In diesem Falle filhren wir die neue Verdnderliche y und die
‘neuen Funktionen g*(y), £(y) ein:

(15  a=y+ 0, feO)=g0) £0) =h0)+ .

h(y) ist eine ganze transzendente Funktion von y. Mit der neuen Bezeichnung
erhilt man aus (14)

(16) hlay) = ah(y).
Es sei h(y)= > kyy*. Dann gilt’
Phar B

(17) hy(@* — a) = 0.

Fiir a entstehen die beiden Fille:

(i) a=0, a#=e_xp(2n-"—z),

dann ist A,=0, £=2,3,..., im Widerspruch zur Transzendenz von h(y)

und f(z); also kann dieser Fall nicht eintreten

(1) a = exp (27:-::’ z')., (m, n relativ prim), m'# 0;
dann muB % (y) die Gestalt

(19) bo) =y 2k, 9"

haben, wie aus (17) ersichtlich ist. Jede solche Funktion %(y) geniigt der
Gl (16). Durch die Umkehrung der Transformation (15) erhdlt man die
Funktioneh f(z), die mit ze?"™¥" 4-b, m==0, vertauschbar sind.

Auch im Fall a=1, d.h. g(z) =2+, ist g(z) mit transzendenten Funk-
tionen vertauschbar, z.B. mit z-+sin (-2%2—), Damit ist der Satz 6 bewiesen.

F ixﬁuhkte. LaBt man oben konstante Polynome zu, etwa g(z)=a, so
lautet die Vertauschbarkeitsbedingung:

Ha)=a



Zusammensetzungen ganzer Funktionen 143

oder, mit der iiblichen Bezeichnung: a ist ein Fixpunkt von f(z). Der Wert
J'(a) heiBt dann der ,,Multiplikator” von a. Diese Fixpunkte sind sehr wichtig
firr Untersuchungen iiber: vertauschbare Funktionen und Iterationen, wie man
im Laufe des Paragraphen sehen wird.

Zuerst wollen wir einige

Bezeichnungen und Resultate aus der Iterationstheorie erwihnen.
Beweise findet man in’ Fatou [5]. Bis zum Ende dieses Paragraphen seien
F(2) und g(z) ganze transzendente Funktionen. Hat f(2) einen Picardschen
Ausnahmewert, etwa A4, so ist dieser der einzige, und f(z) hat die Form

f(z) = 4 + P(2) exp (G(2)),
wobei P(z) ein Polynom und G (2) eine ganze Funktion ist. Im Fall .
f@ =0+ (z—a)exp(G(), r=0 ganz,

heiBt o e:gln ,,Fatouscher Ausnahmewert (hdchstens einer existiert).

Die Menge &(f) bestehe aus denjenigen Punkten der komplexen Ebene,
wo die Folge {f,(z)} aller Iterierten nicht normal ist. Der unendlich ferne
Punkt wird stets zu $(f) hinzugerechnet.

Ein ,,abstoBender‘ bzw. ,,anziehender* Fixpunkt n-ter Ordnung von f(z)
(» eine natiirliche Zahl) ist ein Fixpunkt von f,(z) mit Multiplikator vom
Betrag groBer bzw. kleiner als 1. Die abstoBenden Fixpunkte jeder Ordnung
gehoren zu §(f), die anziehenden jeder Ordnung gehéren nicht zu F(f).

Es seien z,€ &{f) und m, #n zwei natiirliche Zahlen; dann gehéren f,,(z,)
wie auch jede Losung & der Gleichung f,(£) =z, zur Menge F(f) — ,voll-
stindige Invarianz von &(f).

F.I. §(f) ist eine nicht leere perfekte Menge.

F.IL Jeder Punkt von §(f) ist ein Hiufungspunkt von Fixpunkten der
fn ().

F.III. Ein beschrinktes Gebiet 4, das.den eventuell vorhandenen Fatou-
schen Ausnahmewert weder im Innern noch auf dem Rande enthilt, und im
iibrigen beliebig ist, sei gegeben; dann gibt es zu jeder Umgebung 6 eines be-
licbigen Punktes z,€F (/) ein N(z, 6, 4), so daB & durch jedes f,(z) mit
n>N(z,, 8, 4) auf ein Gebiet abgebildet wird, das 4 enthalt. '

F.IV. Fiir jedes ¢€&(f) und fir jeden Punkt z,, auBer dem eventuell
vorhandenen Fatouschen Ausnahmewert, gibt es eine Folge z,—>¢, k=1, 2, ...
und natiirliche Zahlen #,, so daB f,, (z;) =z,

Im weiteren Verlaufe der Arbeit wird die folgende Bezeichnung haufig
verwandt. D sei ein Gebiet, A(z) eine in D erklirte Funktion; dann bedeutet
(D) das Bildgebiet von D bei der ‘Abbildung z— 5 (z).

SchlieBlich wollen wir einen erst spéter benutzten Satz von H. Bonr [22]
zitieren.
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B. Es sei 0<p<<1 und ®(2) eine tm Kreis K:|z| < 1 regulire Funktion mit

D) =0
und
Max |P(z)| = 1.
HSe
Dann enthilt dic Bildmenge P(K) einen Kreisrand |z| =7 mil 74> ¢, wobei
c=c(g), eine positive allein von g [also nicht von D(z)] abhingige Konstante ist.

Hilfssdtze, in denen die Fixpunkte und die Begriffe der Iterations-
theorie eine Rolle spielen.

(i) fz) wnd g(2) seten miteinander vertauschbar wnd & sei ein Fixpunki
von f(z). Dann isi g(&) auch ein Fixpunkt von f(2). Ist g'(E)==0, so haben &
und g (&) als Fixpunkic von f(2) denselben Mulliplikator. Beweis: trivial.

(i) 7(z) wnd g(2) seien vertauschbar. Danmn folgt
(@) aus 2, €T (), dap g(z) €5 (f), und
(b) &) TS} |

Beweis. . (a) Es sei z,€F(f). Um g(z,) als Mittelpunkt nehmen wir eine
beliebig kleine offene Kreisscheibe K. Um z, als Mittelpunkt wéhlen wir eine
so kleine Kreisscheibe C, daB g(C) C K. Dann nimmt f,(z) in K wenigstens
alle Werte an, die £, {g(2)} = g{/, (%)} in C annimmt. Weil {f,(2)} in C nicht
normal ist, nehmen in C in ihrer Gesamtheit die Funktionen f,(z) alle Werte
mit hochstens einer Ausnahme an. Man weiB dann dasselbe von den Funk-
tionen f,(2) in K. K war beliebig klein. Also ist {f,(z)} nicht normal in g ().

(b) Wir wahlen z,€ & {f(¢)} und z so, daB f(z)=2z,. Nach (a) liegt g(z)
in §{/(g)}, weil g(z) und f{g(z)} vertauschbar sind. Aber g(zo) =/ {g(z)},
und nach der vollstindigen Invarianz von & {f(g)} ist somit z, € & {f(g)}. Jetat
nehmen wir irgendein ¢€ §(f). Dann gibt es nach F.IV eine Folgez,—~c
und Iterierte f, , v=1,2,..., mit In2) =29, €T {f(g)} [Bei der Wahl
von z, € % {f{g)} hat man darauf zu achten, daB z, nicht der eventuell vor-
handene ,, Ausnahmepunkt’ ist, was nach F.I méglich ist.] Dann ist nach
dem oben Bewiesenen jedes z,€ & {f(g)}. & {/(g)} ist nach F.I perfekt und
damit abgeschlossen; also ist ¢c=lim z,€ F{/(g)}-

Wegen der Symmetrie der Voraussetzungen ist nicht bloB % (f) CH{fE),
sondern auch

B @) ST e}

Die Bedingung (b) stellt eine ziemlich starke, wenn auch uniibersichtliche
Einschrinkung der ganzen Funktionen dar, die mit einer gegebenen ganzen
Funktion vertauschbar sind. Als Anwendung von (b) beweisen wir die Be-
hauptung

(ili) f(z) und g(z) seien miteinander vertauschbar und mogen einen gemein-
samen Fixpunkt ¢ haben,; es sei ferner c€ F(f) [also ist |f(c)] = 1]; dann ist
[g'{)] = 1.
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Beweis. Es sei |g'(c)] =|4|<1; dann wiahlen wir # so, daB

o 1
lgn(c)]mlall < Ifl(c)l -
Es ist
dfg.(z nl 4
f{gu(c)}:(;" fg‘zl) st Z'all If(c)l<1’
woraus folgt, daB ¢ 4§ {/(g,)}- Dies ist aber ein Widerspruch, da auf Grund
der Vertauschbarkeit von f(z) und g,(z) nach (b) ¢ €% {f(g.)}

(iv) f(2) und g(z) seien miieinander vertauschbar; wenn f(z) den Falouschen
Ausnahmewert & hat, so ist & auch fiir g(z) Fatouscher Ausnahmewert.

Beweis. Es gibt zwei Fille.
(a) f(z) =£ hat nur die Wurzel z=¢ und f(z) die Form

He) =&+ (z—§) exp Q(2),
r>0 ganz, ¢(z) ganze Funktion.

Wenn g(z) =¢ entweder keine Wurzel oder nur die Wurzel z=¢ hat, so
ist &£ Fatouscher Ausnahmewert von g(z). Wir nehmen an, daB es eine Wurzel
z=n=E von g(z) =& gibt, und werden einen Widerspruch herleiten. Weil
na¢& ist, gibt es unendlich viele @ mit f(@)=7. Aus f{g(0)}=¢{/(@)}=
g (n) =& folgt aber g(@) =&. Durch Wiederholung dieses Beweises zeigt man,
daB g (2) in jedem der Werte (f,) (), d.h. der Werte a mit £, (x) =7 (n=1,2,...)
den Wert & hat.

Aus der Iterationstheorie (F.IV) weiBl man, daB diese Menge. im End-
lichen Haufungspunkte hat, und zwar die Punkte der perfekten Menge & {f).
Die &-Punkte der transzendenten Funktion g(z) kénnen aber keinen endlichen
Haufungspunkt haben. - :

(b) f(z) =& hat keine Wurzel. Dann ist es klar, daB g(z) =& hochstens die
Waurzel z=¢& besitat.

Es ist bemerkenswert, dal Vertauschbarkeit von g (z) mit einer gegebenen
Funktion f(z) ganz allgemein eine Einschrinkung des Wachstums von g(2)
durch die Iterierten f,(z) bedeutet.

Satz 7. [(z) und g(z) seien vertauschbar, dann g1t es eine ganze postitve
Zahl n und ein Ry>0, so daf fir alle r>R, '

Mf,7)> Mg, 7).

Bewess. zy set ein Punkt in §(f); wenn f(z) einen Fatouschen Ausnahme-
wert & besitzt, wihlen wir ein solches 2z,, daB |zp—&|>2 ist. Es sei K ein
Kreis vom Radius 1 um den Punkt z,. Falls /{z) nun den Ausnahmewert &
besitzt, ist & nach (iv) auch Ausnahmewert von g(z); weil £4 K, ist also
£dg(K). Es gibt somit stets eine ganze positive Zahl m, so ddB £, (K) das
beschriinkte, das eventuell vorkommende & nicht enthaltende Gebiet g(K)
iiberdeckt (F.IIT). Wir kénnen m sogar.so wihlen, daB f,.(K) = g(K) fiir alle
m’'>m ist.
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zy ist ein Haufungspunkt von Fixpunkten der Iterierten f,(z); also gibt
es ein 5 mit :
! In—al<z  fm) =2
Es sei K’ der groBte Kreis um # als Mittelpunkt, der in K enthalten ist. K’
enthilt z, im Innern und habe den Radius 7. Wir konnen o0.B.d.A. an-
nehmen, p sei so groB gewihlt, daB

(19) LK) K
und
(20) 1, (K) > g (K).

Durch die lineare Transformation

(vom Radius ) auf den Einheitskreis | w| < 1 ab und wende den oben zitierten
Bohrschen Satz B auf die Funktion

qj(w) fnp(’7+" w) — 1

EK,,I.fnp(z) l

an, wobei K’ der um # als Mittelpunkt beschriebene Kreis vom Radius '
ist, der dem Kreis |w| <'2 bei der Transformation entspricht. In Satz B ist
o=% zu wihlen. Man findet f,,(K’) und a fortiori f,,(K) enthilt einen
Kreisrand um den Mittelpunkt #», dessen Radius mindestens

(21) c(3) Max|f, () — ]

betrigt. Weil K’ den Punkt z, in seinem Innern enthilt, strebt der Aus-
druck (21) gegen oo fiir n— oo (F. I1I). Fiir groBes # enthalt also f,,(K)
einen groBten Kreisrand C, um 7, dessen kleinster Abstand vom Nullpunkt

groBer als
(22) o= ¢ (3) Max [£,,(2)]

ist. Fir eine geeignete ganze positive Zahl a ist nun, wegen z,€ K",
fap (K} D K,
f(n+a+1)1>(K”) > ff; {fnp(K)} > fp (C

und
Also 1st

49, _ 2 ’
(23) %‘}(X |V fintasyp (2 ‘ZM&X If,a )] 53 @ Lglcn |z = 2%3 ¢(3) }Vé%x |/ap (2)]

fiir alle geniigend groBBen g, (also n) — im folgenden wird diese letzte Be-
dingung nicht mehr ausdriicklich erwdhnt. Fiir den kleinsten Abstand 4,
des Kreisrandes von C, vom Nullpunkt gilt nach-.(22), (23):

(24) A > Qn > Max If(n—af—l)p(z)] = R
Wegen (19) ist R,,,>R,. Man nehme cin g mit R, <g<(R,,,. Dann gilt

(25) <g,_)\M<g, Ry) s Max [g(@) < Max lg(a)].
z€fm+nap(K)
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Es ist nach (20)
(26) g{f(n+1)p K= f(n+1)p {g(£)}3 < f(r;+2}p (K)J

Wir bemerken weiter, daB K, — die abgeschlossene Kreisscheibe |z| < R, —
das Gebiet f,_s, 1),(K) enthilt, weil f,,(K") > K und (24) gilt.
Hieraus folgt, daB

Fi2at+3)p B ) D fpatstn—2anyp (K) = fuizp (K),
und wegen (25), (26)

M ., < Max Max M a
(& ¢) z€fm+1p (K) |g(z)] SzEI(u+:)p(K) |zl S’z&%}f H(z +3)1>(Z)I

= M{fgarsp: Ra) < M{fzarnp,0).
Der Herleitung nach gilt die Ungleichung

Mg, o) <M(f(2u+3)¢; o)
fiir alle geniigend groflen p.

§ 6. Der Fall €*

Weiche ganzen Funktionen sind mit einer gegebenen f(z) vertauschbar?
Es ist klar, daB alle die Iterierten f,(z), #=0,1, 2, ..., diese Eigenschaft
haben. Im Beweis von Satz 6 haben wir Funktionen f(z) gefunden, die mit
anderen Funktionen vertauschbar sind, die keine Iterierten von f{z) sind.
Insbesondere war Vertauschbarkeit mit gewissen linearen Polynomen moglich.
Fs kann jedoch vorkommen, daB jede nicht konstante, mit /(z) vertauschbare
ganze Funktion eine Iterierte f, (2) ist. Ein Beispiel dafiir ist die Exponential-
funktion. Allgemeiner gilt der

Satz 8. g(z) sei eine mit [(z2) =aeb*+c vertauschbare ganze Funktion;
dabes sollen a==0 und b==0 vorausgeseizt werden. Dann ist g(z) (1) eine Kon-
stante [Fixpunkt von f(2)], oder (ii) g(2) =z, oder (iii) g(2) =/, (2) far gin ganzes
n=1. '

Beweis. Ist g(z) ein nichtkonstantes Polynom, so hat dieses nach Satz 6
die Form gz =cz+p, |ax|=1.

Die Vertauschbarkeitsbedingung lautet
aae’*fac+p=aexplbaz+bp) +c=2d,2
n=0

Aus
2d, 4
Ti:- =b=bu
folgt 2.=1, und aus
d=baa=>baacf

folgt zuerst ¢f =1, und weil

dozo:a+ac+ﬂ=ae”3+e
ist schlieBlich f==0.
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Es sei also g(z) transzendent. f(z) hat den Fatouschen Ausnahmewert c,
der folglich auch fiir g(z) Fatouscher Ausnahmewert ist [§ 5 (IV)]:

(27) g(2) =c¢ + (z — c)"exp P(2), m>=0 ganz,

wobei P(z) eine ganze Funktion ist.

{a) Wir fithren die Annahme, es sei m>0 und damit g(¢) =c¢ auf einen
Widerspruch zuriick. Aus der Vertauschbarkeit folgt:

aexp{bg(z)} +c=glaée*+¢) ='g{aexp{b (z+ 2;”)} J,—c]

== a exp {b g(z + 2;”)} +¢
und somit

(28) g(z—|~ ig‘i) =g(2) + ZnNi, N ganz.

b

Weil g(z) =c¢ allein fiir z=2c gilt, ist g(z) nicht periodisch, also N+40. Ist

andererseits N =0, so nimmt g(z) den Wert ¢ — _2_nsz'

cigneten &;,'§,, ... an. In &+ zfi , §o+ 2;1’ , ... nimmt aber nach (28) g (2)

den Wert ¢ an. Das widerspricht aber der Gl. (27).

(b) In (27) bleibt nur noch der Fall m =0 zu untersuchen. Weil a5-0
und b==0 gilt, kénnen wir (27) in der Form schreiben:

unendlich oft in' ge-

(29) g(2) = ¢ + aexpbgylz) = f{gn (2},
wobei g, (2) eine ganze Funktion ist. Wegen der Vertauschbarkeit von g(z)
und f(z) ist
¢ +aexp{bc+ baexp(bgy(2)} =c +aexp{bgylc+ad?},
woraus folgt
¢+ aexp {bele)) = gwlc +ad) + 27, M gana.

Weil die Funktion g(z) sich nicht dndert, wenn gq)(z) durch gg,(s) + ‘2:1_1}1}@_

ersetzt wird, ditrfen wir M =0 setzen; d.h. g,(2) ist vertauschbar mit f(z):

¢ + aexp{bgn, (@} = guwlc + ae).

Wir wenden die fiir g (z) oben gewonnenen Ergebnisse auf g;,(z) an. Entweder
ist g)(2) =z und hiermit g(z) =f(2) oder gy(z) ist transzendent. In diesem
Fall hat gg,(z) die Gestalt

(29") g (2) = g ()}, &g (2) cine ganze Funktion,

wobei f{gy,(2)} =go{f(2)}. Auf diese Weise fortfahrend beweist man, daB
entweder :
(30) g{z) = Iu(2), 1 > 0 -ganz,
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oder daB es zu jedem ganzen #>>0 eine transzendente g, (z) gibt, so daB

(31) g(Z) = fn {g(n) (Z)}, g(n){f(z)} = f{g(n) (Z)} .

Wir fithren die Funktionen Qy,y(2) = gy (2) — gta) (0) und Fipy (2) =1, (84 (0) + 2)
ein. Dann ist . -
g(2) = Fi» {Quy(2)},

und _
Q(n) (O) =0,

Nach Péryas Satz von § 2 ist fiir jedes =1, 2, ...,
il ] 2
M(g,7)> M {Fop, M (G, Z)} > M {Fo o 5)'} > MG, 7

fiir alle geniigend groBen 7.

Weil der Fall (34) also gegen Satz 7 verstoBt, kann nur der Fall (30) ein-
treten. Damit ist der Satz bewiesen.

Obwohl es ganze Funktionen f(z) gibt, die allein mit den eigenen Iterierten
und konstanten Funktionen ¢ mit f(c) =c¢ vertauschbar sind, ist dies sicherlich
nicht immer der Fall. Wir kennen schon Beispiele von transzendenten Funk-
tionen f{z), die mit linearen Polynomen vertauschbar sind, und durch Zu-
sammensetzung von diesen Polynomen und den Iterierten von f(z) erhlt
man weitere mit f(z) vertauschbare Funktionen, die keine Iterierten von £(z)
sind. So ist z.B. z-+sin z mit.z+ 2k 7z vertauschbar (k=0, =41, +2,...)
und folglich auch mit (24 2k ) +sin(z 424 7) =2k 2+ 2+ sin 2.

§ 7. Ein Problem von SZEKERES

In diesem Paragraphen bringen wir die Lésung eines von G. SZEKERES
gestellten Problems: Lift sich jedem o> 0 eine nichilineare ganze Funktion
(=, 2) so zuordnen, daB die f(«,2) eine im Parameter stetige Familic bilden

und es gilt
Ho 18,2} =fle+p82)?

Diese Frage wird durch den Satz 9 beantwortet,

Satz 9. Es gibt keine Familie von Funktionen f(x, z), « =0, mit den
Eigenschafton:

(32) Ho fB.2)}=fle+ B, 2),

(32') f(0,2) ==,

(33) f(x, 2) ist fiir jedes a>>0Q eine ganze Funktion von z,
(34) fiir mindestens ein oy >0 ist f(a,, 2) keine lineare Funktion,
und

(35) lim f(, 2) = z.

a0
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Beweis. Nehmen wir an, es gibe eine solche Funktionenfamilie. ‘Zuerst
sei in (34) f(ep, z) ein Polynom #-ten Grades, n>1. Dann ist f (%’L, z) und
allgemein f(%, z) ein Polynom; denn ist g(z)‘ eine ganze transzendente Funk-
tion, so folgt die Transzendenz von g {g(2)} dus dem Picardschen Satz. Man
braucht nur die Losungen der Gleichung g {g(2)} =const zu betrachten. Das
Polynom j(i';l z) hat einen geringeren Grad, f (%'L z) einen noch geringeren
und schlieBlich f(%, z) einen Grad < 1. Das ist aber ein Widerspruch zur
Annahme, daB f(x,, 2) einen Grad »>>1 hat.

Jetzt seien alle f(x, 2) transzendent. Jedes f(«, z) hat Fixpunkte; hitte
f(x, z) namlich keinen Fixpunkt, so hitte auch f(%, z) keinen Fixpunkt,

und die Funktion
e M)

CEENNCEEE

wire eine ganze Funktion, die weder den Wert 0 noch den Wert 1 annimmt.
Zu festem a,>> 0 betrachten wir die Fixpunkte von f{ma,, z) mit ganzzahligem
m >0, die innerhalb des Kreises |z| <R liegen. Sie seien mit &, ..., &, bezeich-
net. Fiir beliebigés «>>0 ist nach (32) f(x, 2) mit f(mey, 2) vertauschbar;
nach §5 (1) ist f(x, &), =1 ..., ein Fixpunkt von f(ma,,z). Nach (35)
strebt f(x, £,) ——>.§,— fiir «—0; fir a<6,~ ist also f(e, &) =§; und fiir geeignetes
6(R)>0 ist flx, &) =&, 1=1,2,...,n, fir a<d(R). Wir nehmen insbeson-

dere a= -5 - und dabei N so groB daB ~~—(6( ). Dann ist

f(zN:é-:)"&u 1.:1,...,%
und daher
flog, &) =&, i=1,...,n.

Indém wir R beliebig groB wihlen, sehen wir, daB jeder Fixpunkt von
f(mag, 2) zugleich Fixpunkt von f(xy, z) ist. Das Umgekehrte ist ja klar.
Dabei ist die ganze Zahl m>0 beliebig wihlbar; also haben alle f(ma,, 2),

m=1,2,3, ... die gleichen Fixpunkte, die eine isolierte Punktmenge bilden.
Damit haben wir einen’ Widerspruch zu §5, F.I und F.II hergeleitet und
Satz 9 bewiesen.

Wenn man die Forderung (34) fillen 1aBt, ist Satz 9 nicht giiltig. Die

stetigen linearen Familien

fla,2) = e*®z.+ c(e*? — 1), b, c konst,,
und
e, 2) =2+ ad, b konst.

die sogar einparametrige Transformationsgruppen bilden, sind wohlbekannt.
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§8. Die Zerlegung einer gegebenen Funktion von endlicher Ordnung
in miteinander vertauschbare Funktionen

Jetzt verlassen wir die allgemeineren Fragen von § 5 und § 6 und unter-
suchen, insbesondere fiir spitere Anwendung in der Iterationstheorie, das
folgende Problem: Wann lift eine gegebene ganze Funktion F(z) von endlicher
Ordnung eine Zerlegung

(36) F(z) ={{g(2)}, [(2), g(2) ganze transzendente Funkiionen,
und spezieller eine verlauschbare Zerlegung

(37). Fl2) =f{eg@)}=¢g{f(2)}, [(2), g(3) ganze transzendente Funktionen,

u?

PoLya fand durch Anwendung seines in § 2 zitierten Satzes beztiglich (36)
.das Ergebnis: Entweder ist (a) g(z) ein Polynom und f(z) eine Funktion von
endlicher Ordnung, oder (b) /(2) hat die Ordnung 0.und g(z) endliche Ordnung.
Im Fall (37) haben also f{z) und g(z) beide die Ordnung 0.

Unter Beriicksichtigung von § 4 Satz 3 und Zusatz konnen wir sofort den
Satz aussprechen:

Satz 10, F(z) lasse die Zerlegung (37) zu und habe endliche Ordnung: dann
existiert zu gegebenem £>>0 eine Folge von geschiossenen Jordan-Kurven I, die
den Nullpunkt im Innern enthalten und auPerdem folgende Eigenschaften haben:
o; und o; seien die kleinste bzw. grofte Entfernung zwischen dem Nullpunkt wund
I;; dann gilt

i) oo,
i) ;< alt,
(ifi) | F(2)| = | g ()| > (MF,G)—  fur z€ I,

Diese sehr starke Bedingung konnte man folgendermafBen formulieren:
Das obere Wachstum von F(z) entlang irgendeiner nach oo laufenden Kurve
ist von der gleichen GroBenordnung wie M(F,r). Aus Satz 10 folgt, daB
viele bekannten Klassen ganzer Funktionen von endlicher Ordnung keine
transzendente Zerlegung (37) zuldssen. Offenbar verletzten Funktionen mit
einem Zielwert oder Beschrinktheitsweg die notwendige Wachstumsbedin-
gung; darunter befinden sich die Funktionen mit einem Picardschen oder
Borelschen Ausnahmewert. Eine weitere Klasse bilden die Funktionen F von
der genauen endlichen Ordnung g, fiir die in einem Winkelraum W oder nur
auf einer nach oo laufenden Kurve [

F(z) = 0{exp(|z]*%)}: 6>0, zEW oder I

gilt; dazu gehoren, wie BIEBERBACH [24], [25] gezeigt hat, die Funktionen
von endlicher Ordnung ¢, die in einem Winkelraum mit einer groBeren
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Offnung als 7zj¢ mindestens zwei Werte hochstens endlich oft annehmen
oder in irgendeinem Winkelraum schlicht sind.

Als Beispiele fiir Funktionen; die keine Zerlegung (37) zulassen, hat man

\ 1
€°, sinz, cosz, e

F(z) = Pz, e8¢, ..., ¢"),

wobei P(x;, x,, ..., %,4) e€in solches Polynom in Xy, ..., %nyy ist, das in
%, €inen nicht verschwindenden Grad hat. Die negative reelle Achse ist
ein Beschrinktheitsweg fiir die ersten vier Beispiele, und auf arg z=um/m hat
F(2) hochistens die Ordnung (# —1), wahrend die Ordnung von F(z) auf der
reellen positiven Achse genau m ist. Besonders interessant sind die Funk-
tionen mit hochstens endlich vielen Fixpunkten, also Funktionen der Form

F(z) =z 4 Q(2) exp{R(2)}, Q(z), R(z) Polynome,

die offenbar einen Beschrianktheitsweg haben. Diese Funktionen lassen
keine Zerlegung (37) zu. RosexsBrLooM [26], [27] hat gezeigt, daB die er-
weiterte Klasse, die man durch Fallenlassen der Beschrdnkung auf endliche
Ordnung erhilt, auch aus lauter unzerlegbaren Funktionen besteht. Zum
Beweis braucht man allerdings den zweiten Hauptsatz der meromorphen
Funktionen. RosenBLooms Resultat ist das einzige uns bekannte, frither
verdffentlichte Ergebnis auf diesem Gebiet, auBer ein paar Bemerkungen
iiber das speziellere Problem der Iterierten.

§ 9. Iterationen

Die Iterierten einer ganzen Funktion sind miteinander vertauschbar; wenn
Jm(2), m>0 ganz, transzendent ist, kann f(z) kein Polynom sein. Durch Um-
schreiben des Satzes 10 erhdlt man den '

Satz 11. F(2) sei eine ganze iranszendente Funktion von endlicher Qvdnung,
die eine m-te Iterierte, m>1 ganz, ist. Dann hat F(2) die in Satz 10 formulierten
Eigenschaften.

(38) }u(d) = F(z),  F(3) eine gegebene ganze Funktion.

Wir bemerken, daB die GL. (38), falls sie iiberhaupt von ganzem f(z) zu
16sen ist, keineswegs eindeutig 16sbar zu sein braucht; z.B. hat

f{f(2)} =z -+ sinz + sin(z + sinz)
auBer der Losung f(?) =2z} sin z die weiteren Lésungen
f®(z) = 2km — z — sinz, k=0, +1, +2,...,

wie leicht nachzurechnen ist. Beispiele von ,,Nicht-Tterierten* sind die schon
in § 8 erwidhnten Funktionenklassen. Die Existenz von Iterierten von end-
licher Ordnung ist von BAKER [8] diskutiert worden.
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§ 10. Die zweiten Iterierten; die ganzen Lésungen f(z)
der Funktionalgleichung f{f(z)} = F(z) fiir ganzes F(z)

In diesem Paragraphen werden einige Resultate iiber die Beschaffenheit
von zweiten Iterierten gebracht, wobei die Beschrinkung auf endliche Ord-
fiung durch allgemeinere Wachstumsbedingungen ersetzt wird.

Iterieren wir die reelle Funktion exp(r?), A>0, so erhalten wir exp
{exp(A4r?)}. Falls f(z) von endlicher Ordnung 4 ist, so ist also

(39) Tim logloglog M [f{/(z)}. 7] <A.

700’ log»
Wir nehmen jetzt an, daB ein solches f(z) vorliegt, so daB (39) gilt. Was
konhen wir dann {iber das Wachstum von f(z) sagen?
Satz 12. f(2) set eime ganze Funkiion mil

(39) i, Jogloglog M [f{f(z)},_ﬂ, <A 0<LA< oo

r—>00 logr

dann hat f(2) entweder (i) die Ordnung <A oder (ii) die Ordnung von f(z) ist
grofer als A und die untere Ordnung ¢ =0, wober

0 = Lim 10818 M(7,7)

1= logr

Beweis. Nehmen wir an, die Ordnung von f(2) sei groer als 4. Um eine
Abschitzung nach unten fiir M{/(f), 7} zu erhalten, erinnern wir an den
Satz (§2) von PoLva. Weil die innere Funktion (wm diesen Satz anwenden
zu kénnen) im Nullpunkt verschwinden muB, setzen wir

f(2) =F(z) +a, wobei a=Ff(0).

1)} = R{F@),
() = f(z +a).

Dann ist
wobei
PoéLvas Satz ergibt

M), 7} > M{Fl, cM(F, ;)}

fiir alle groBen 7. Es ist nun

ME, o) = Max|/G + a2 Max |/@)] =M (/.o —a])
fir alle p>{a|. Also ist
M{t(f).7y> M {f, oM (F, ) —|al}
(40) >M{/, eM(f, ) —ZIaI}

fiir ein geeignetes 0<<d <1 und alle geniigend groBen 7.
Mathematische Zeitschrift. Bd. 69 11
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Weil die Ordnung von f(z) groBer als 4 ist, gibt es eine Fdlge {r;} mit
7;—> oo, fir die

dM(f, %-) > dexp {(%)Me'} > exp(r{**)

fir geniigend kleine, aber sonst beliebig vorgegebene &'>>¢>0. Nach (39),
(40) ist dann '

(41) M(f,expri*y < M{f(f), 7} <exp{expri*’}

fiir alle geniigend groBen 7;, wobei man 0<§ < ¢ annehmen darf. Wir setzen
exp(ri+*) =p;. Die Ungleichung (41) wird dann zu
446
M, ¢ < expexp {{log ¢) 4+ .

Es strebt log g;— oo flir —> o0, und es ist %—}g— <1, Daher ist zu beliebig
groBema vorgegebenen L>0
4+
(log ) 4+ < —logg; fir groBes 1,
und somit
M(}, o)) < expexp log (¢;'F) = exp(g;*).

Also ist die untere Ordnung g nicht groBer als 1/L, d.h. p=0.

Zusalz. Setzt man in (39) Gleichheit voraus, so wird der Fall (i) zu (i):
die Ordnung von f(2) ist gleich 4, oder es gilt (ii).

Auf Grund des Satzes 12 kann :man verschiedene Sétze iiber die zweite
Iterierte herleiten.

Satz 13. Es sei f(2) eine ganze Funmktion, fir die die Ungleichung (39)
erfiillt ist. Dann kann die zweite Iterierte g (z) =f {f(2)} hichstens 2[2A] nume-
isch verschiedene endliche Zielwerte haben.

Hierbei bedeutet [24] die groBte ganze Zahl m < 24.

Beweis. g (z) habe die n numerisch verschiedenen Zielwerte ¢;, ¢ =1, 2,...,%;
d.h. es gebe stetige, nach unendlich laufende Kurven Ii: z=2(4), 0541,
1=1,...,n, so daB

}'_u)x}[z,-(t)‘[ = oo

limg )} = -

Bei der Abbildung z—f(2) entsteht das Bild f(I}) von I}; dieses Bild ist
auch eine stetige Kurve, und zwar mit demselben Parameter ¢ wie in I:

fil): Ha@) osi<1.
Es ergibt sich die Frage: Wie verhalt sich f{z;(f)} fir ¢>17?

Entweder hat f(I}) (i) keinen Hiufungspunkt im Endlichen, lduft also
nach Unendlich oder (ii) f{Il) hat wenigstens einen endlichen Haufungs-
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punkt a;. Aus f{f(z)}=g(2) folgt, daB f(a;)=rc; und daB f(I}) nur isolierte
Hiufungspunkte hat. Zu gegebenem &>0 konnen wir um «; einen Kreis
K(8): |z—o;| < & finden, auf dessen Peripherie |/(z) —/(a;)| =[/(z) —c;|>¢
jst. Innerhalb von K(d) liegen Punkte f {z;(¢)} von f(I}), fiir die ¢ beliebig nahe
bei 1 liegt und |g{z; ()} —c;|<e ist. Weil fiir alle ,geniigend groflen ¢
[#{f(2:()}—ci| <& ist, kann die Kurve f(I}) von einem gewissen ¢ ab den
Kreis K (8) nicht mehr verlassen. Es gibt also ein £(3), so daB |f {z; ()} —a;| <0
fiir #(8)<¢(<<1. Wenn man ¢ beliebig klein wahlt, darf man § auch beliebig
klein wihlen. Also ist im Fall (i) lim f {z;()} = a;, d.h. f(z) hat auf I; den
Zielwert «;. ~t '

Wenn Fall (i) eintritt, hat f(z) auf f{I;) den Zielwert ¢;. Tritt fiir I; und
L, i=={, der Fall (i) ein, so wissen wir schon, daB ¢;5=¢;; tritt fiir beide der
Fall (i) ein, so entsprechen dem Wegen I baw. I} die Zielwerte a; bzw. a;
von f(z), die wegen f{o;) =¢;==¢;=f(«;) numerisch verschieden sind. Jedem
Zielwert c;, i=1,...,n, von g{z) 1iBt sich also ein Zielwert von f(2) zu-
ordnen. Ist #>2[24]+4, so tritt einer der Fille (i), (ii) mindestens
([24]+1)-mal ein. Dann hat /(z) mindestens [24]+1, also mehr als 24
numerisch verschiedene Zielwerte. -Nach dem Satz von DENJOY-CARLEMAN
ist dann die Ordnung von f(z) groBer als 4 und nach Satz 12 hat f(z) die
untere Ordnung 0. CARLEMAN (vgl. [28, S.145]) hat bewiesen, daB eine
ganze Funktion von unterer Ordnung O keinen Beschrinktheitsweg (also a
fortiori keinen Zielwert) hat. Aus diesem Widerspruch folgern wir die Be-
hauptung des Satzes.

Bemerkung. Zwei Zielwerte o, bzw. &, von f(z) mit den zugehdrigen Wegen
I, bzw. I} sind sicher ,,verschieden”, wenn ay #=a,; in der Theorie der ganzen
Funktionen (z.B. fir die Anwendung des Denjoy-Carlemanschen Satzes) sind
sie auch dann als verschieden zu betrachten, wenn o; =, ist und zwischen
I, und I} ein nach oo laufender Weg liegt, auf dem f(z) nach oo strebt. Wir
haben die numerische Versohiedenheit der Zielwerte von g(z) vorausgesetzt,
um die numerische Verschiedenheit (und damit die Verschiedenheit ,,im
erweiterten Sinne'’) geniigend vieler Zielwerte vor f(z) zu erzwingen. Auf
diese Weise umgeht man eine Untersuchung iiber die Lage der Kurven I
und f(I}) und iiber ihre gegenseitigen Beziehungen.

Satz 13 ist schon dann nicht mehr giiltig, wenn die Zielwerte verschieden
im erweiterten Sinne, aber numerisch gleich sind. Die Funktion g(z)=
exp (expz) erfiillt (39) mit 4=1; auf den Halbstrahlen y= (25 +1)7, x=¢,
0= t<<oo hat g(2) die Zielwerte 0; zwischen diesen Halbstrahlen liegen die
Halbstrahlen y =2nm, ¥ =t, 0< t<Coo; auf denen g(z) nach oo strebt. Also
hat g(z) sogar unendliche viele Zielwerte im erweiterten Sinne.

‘Einen ahnlichen Satz kénnen wir beweisen, wenn wir nicht die Zielwerte,
sondern die Winkelraume beriicksichtigen, in denen eine ganze Funktion
mindestens zwei Werte héchstens endlich oft annimmt. Die maximale GroBe
solcher Winkelraume steht im Zusammenhang mit der Ordnung der Funktion.

Bi1EBERBACH [25] hat bewiesen:
11%
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B.1. Wenn die ganze Funktion }(2) in einem Winkelrawm W der Offnung
ar zwel verschiedene Werle hichstens emdlich oft anmimmi, so gilt in jedem
Teilwinkelrawm von W

(2) = O (exp {Kla]™})
fiir geeignetes K> 0.

B.2. Jede ganze Funkiion der Ordnung o nimmi fir 3 < o<1 in jedem

Winkelraum, dessen Offnung mwo dibersteigt, fiir 0 =>1 in jedem Winkelraum,
“dessen Offnung 7|2 — l) diberstergt, alle Werte mit hichstens einer Ausnahme
unendlich oft an.

Unter Verwendung dieser Ergebnisse folgt der

Satz 14. Es sei f(7) eine ganze Funktion fir dic

(42) T, logloglog M {f(f), 7} :AZ—;

7—>00 logr

erfiillt ist; dann nimmt die zweite Iterierte f {f(2)} in jedem Winkelraum, dessen
Offnung fiir ——S A s 1 den Wert = und fir A =1 den Weirt . (2———) iiber-

steigt, alle Werte mit hichstens einer Ausnahme unendlich oft an.

Beweis. Durch die Forderung (42) werden Polynome ausgeschlossen; /()
ist transzendent. W sei ein Winkelraum, in dem f{f(z)} die beiden Werte
@ und B (x==#) hichstens endlich oft annimmt. Es seien &; die (in der ganzen
Ebene, ohne Beschrinkung auf W, gelegenen) Wurzeln von f(z) =« oder von
f(z) =pB. Es gibt abzdhlbar unendlich viele §;, ¢=1,2,.... Es seien z;; die
in W gelegenen Wurzeln von f(z) = §;. Dann hat f{f( ,,)} f(&) entweder
den Wert. « oder §; also gibt es tiberhaupt nur endliche viele z;;. Man kann
zwei — und sogar unendliche viele — £, finden, so daB f(z) = §; keine Wurzeln
in W hat. '

Nehmen wir an, daB die Offnung © von W folgende Ungleichung erfiilit:

o>= fiir — £4g1
(43) 4
9>n(2—-£1-) fiir A>1.

Dann folgt aus B.1, daB #(z) in jedem Teilwinkelraum ¥V von W eine Ord-
nung g kleiner als 4 hat. Wir wihlen V so, daB die Offnung @ von V eben-
falls (43) erfiillt. Es ist unméglich, daB f(z) eine untere Ordnung ¢ mit ¢=0
hat:
() 1< A<1. In V ist die Ordnung von f(2) nicht groBer als

7T A
—§<A-_26<A, 0<6<~2~.

Nehmen wir an, V sei der Winkelraum:

@
o<ftl<oo, 7L <amgisat
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Auf dem Rand von V ist fiir die Funktion

F(z) = H{z) exp(— 21 ~)
die Ungleichung

|F(rei20m)| < exp {rt=*—~ rAfﬁcos[('A ~8)(=~2)]}

fiir alle geniigend groBen ». Dies ist aber beschrinkt, weil o< (A—4) (n - %)
< % . Also ist F () auf dem Rand von V. beschrinkt.
Ist p=0, so gibt es #;—> 0, so daB}
|fr;e®)] <exp(rf), oOSas2m,
fir 0<e<<A—9. Auf
2| =7, ~— n+~§~ s_ar'gzsn-——?
ist v
|Fla)} <exp {rf — 7474 cos [(A —9) (75 — %)]} <K,

daher gleichmiBig beschrinkt in 7. Anwendung des Maximumsprinzips zeigt,
daB8 F(2) im ganzen Winkelraum

K2 o
~n+7$argzgn >

beschrinkt ist:
|F(z)| < K"
und damit
|#@)] < K'|exp(z*~0)| < K'exp (|z[*~)
im zu V komplementiren Winkelraum.

Die Ordnung von f(z) ist also in der ganzen Ebene kleiner als 4, was mit
(42) nicht vertriglich ist. Folglich ist 9>0. ’

(ii) A>1. Der Beweis liuft ganz analog zum Fall (i). Weil p>0 ist,
kommt in Satz 12 und Zusatz nur der Fall (i) vor und f{2) hat die Ordnung 4.
Nach B.2 ist diese Behauptung mit der Ungleichung (43) nicht vertréglich.
Der Satz 14 ist bewiesen.

Ein “anderer Satz dieser Art folgt aus weiteren Untersuchungen von
BiesersacH [24]:

B.3. Wenn dic ganze Funktion f(z) einen Winkelraum der Offnung on
schiicht abbilden soll, so mup in jedem inneren Teilraum

f(2) =0 (Jz]*)
sets.
B.4. Eine ganze transzendentc Funkiion der Ordnung o 15t in keinem Winkel-

raum, dessen Offnung n( 2-—%) iibersteigi, schiichi (falls o < -;— also in 1iber-
haupt keinem Winkelraum).
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Wir beweisen den

Satz 15. [(z) sei etne ganze Funktion, so daf

(44) Tim Jogloglos MA.7} _ 4

—> 0 logr

erfiillt ist; dann ist die zweite Iterierte | {f(2)} in keinem Winkelraum schlicht,

dessen Offnung dem Wert n(z— ;) dbersteigt.

Bewers. Wegen (44) kommen Polynome nicht in Frage. W sei ein Winkel-
raum, in dem f{f(2)} schlicht ist. f(z} ist in W schlicht. Denn sonst wiirde
es o, BEW, a==f geben, fir die f(«}=/(B); dann wiirde die Gleichung
f{f{)}=7{f(B)} folgen, entgegen der Schlichtheit von f{f(z)}. Nehmen wir

an, daB die Offnung @ von W den Wert = (2 —:41—) ibersteigt. Aus B.3 folgt,

daB /(z) in W durch eine |z|-Potenz beschrénkt ist, und wie in Satz 14 erkennt
man, daB die untere Ordnung von f(z) groBer als O ist. Aus Satz 12 folgt,
daB f(z) die Ordnung A4 hat. Das ist aber (nach B.4) ein Widerspruch zur

Annahme O>=n (2 — —;—) und Satz 15 ist bewiesen.

Bemerkung. Die Sitze 13, 14 und 15 lassen sich auch als Sitze toer die
Losbarkeit der Funktionalgleichung f{f(z)}=F(z) [F(z) ganz, vo.gegeben]
aussprechen.

§ 11. Die lokalen Lésungen der Funktionalgleichung f{f(z)} = F(z)
fiir ganzes F(z)

Wir haben gesehen, daB, falls F(z) nicht gewisse notwendige Bedingungen
erfiillt, die Gleichung

(45) Hi@} =F(z), I(2) gang,

keine ganze Losung f(z) hat. Dann konnen trotzdem verschiedene nicht
ganze Losungen vorkommen: z.B. wenn

(46) Fl) =&+ bz —8) +bols — 2+ -

mit b,==0 und b, keine Einheitswurzel ist, gibt es genau zwei formale Reihen

(47) f@)=¢+2ddz 8"  1=12,
#=1

die bei formalem Einsetzen die Gl. (45) befriedigen. Es kann sogar gezeigt
werden, daB diese Reihen einen-positiven Konvergenzradius haben (im all-
gemeinen aber kleiner als oo), falls |6, 40, 1. Der Fall, wo F(z) einen Fix-
punkt £ hat, aber &, =F'(§) eine Einheitswurzel ist, ist wesentlich schwieriger
zu behandeln. Ein spezielles Beispiel wird am Ende dieses Paragraphen auf-
treten.
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In [8, Theorem 3] haben wir den Satz aufgestellt:

f(&) sei eine analytische (lokale) Lisung von (45), anmalytisch in einem
Punkt 2y€ F(f) und im Fatouschen Ausnahmewert, wenn ein solcher exishiert;
F(2) habe einen Beschrinkihestsweg. Dann ist f(z) keine eindeutige Funkiion.
Weil der Begriff , eindeutige analytische Lésung von (45)" in [8] nicht richtig
definiert wurde, bringen wir hier den genauer formulierten Satz 16 &hnlichen
Inhalts.

 Definition. Eine eindeutige analytische Lisung von f(2) von (45) ist eine
in threm schlichien Existenagebiet D eindeutige Funktion, dic auch eine lokale
Lisung von (45) tm folgenden Sinne ist: Es g@bt ein 2o€ D und einen in D
gelegenen Kreis K
lz—zl<d, ©6>0,

so daf j(2) €D und (45) fiir jedes 2E€ K gelten.

Satz 16. F(z) séi eine solche ganze Funktion, daf (45) kewne ganze Losung
hat; dann hat (45) keine eindeutige analytische Lisung, die in einem Punki
von §(F) und im Fatouschen Ausnahmewert (falls dieser existiert) reguliy ist.

Bewers. Wir nehmen an, daB es unter den Bedingungen des Satzes doch
eine eindeutige analytische Losung f(z) gibt. Dann zeigen wir

(i) (D)< D. z, habe die gleiche Bedeutung wie in der obigen Definition;
also ist f(z,) € D. Es sei z ein solcher Punkt, daBl f(z;) € D. Wir verbinden
z, it z, mittels einer stetigen doppelpunktfreien Kurve I'C D, und es sei p
der erste Punkt von I” (das so orientiert ist, daB z, vor z liegt), fiir den /() € D.
Offenbar ist p==2,. y sei der zwischen z, und  liegende Teil von I'; also ist

f(y) eine Kurve, die mit Ausnahme des Endpunktes f(p) ganz in D liegt.
Fiir zCy, z=p haben wir dann gleichzeitig f(2) € D und (45). Mittels (45)
kénnen wir f(z) iber den Punkt f(p) hinaus analytisch fortsetzen: Die Ent-

wicklung

o
Hz) = 1) + Zkan(z — Py  mit a0
konvergiert und daher auch die inverse Reihe

(48) 2= o) = p + eufw — FII,

n=1

fir die f{f4(w)}=w ist. Wir bilden den Ausdruck
f*(w) =F{f_, (w)},

der um w=/f(p) eine konvergente Entwicklung hat:
(49) f*w) =F($) + Zld» {w — ().

Ein Zweig von {48) bildet aber f{y) — wenigstens in einer Umgebung des
Punktes f(p), wo (48) und (49) konvergieren — auf einen Teil von y ab. Fur
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diese Punkte f({y) hat man
) =F{f4(w)} = [[{{{(0)}],

weil (45) auf y gilt; also f*(w) =f(w) auf einem Segment von f(y). Damit
ist (49) ein Element des analytischen Gebildes von f{z), und weil /(z) nach
Voraussetzung eindeutig ist,, ist k=1. Also, ist nach (49) f(p) € D, entgegen
#(p) € D, und daher ist (i) bewiesen.-

(ii) Weil /(D) ¢ D gilt, ist f{f(2)} =F(2) fiir jedes z€ D. Dann ist F(D) =
f{f(D)} CD und sogar E, (D) CD fiir jede nattirliche Zahl m. Es wurde an-
genommen, daB das (offene) Gebiet D einen Punkt von $§(f) und damit einen
Kreis C um diesen Punkt als Zentrum enthalt. Nach den oben zitierten
Resultaten von Fatou (§ 5, F.III) enthilt also D> E,, (D) > E, (C) fur gentigend
grofes’ m ein beliebiges ‘beschrinktes Gebiet, eventuell mit einer Ausnahme
einer kleinen Umgebung des Ausnahmewertes. Auch im Ausnahmewert ist
f(2) regulir, also reguldr in jedem beschréinkten Gebiet; d.h. f(z) ist ganz,
im Widerspruch zur Voraussetzung, und der Satz ist bewiesen.

Besonders interessant unter den lokalen Lésungen sind diejenigen, die man
aus dem Fixpunktansatz (46), (47) erhilt. Im allgemeinen kann man dort
die Koeffizienten-a, rékursiv bestimmen. Wenn man etwas iiber die Eigen-
schaften von F(z) weiB, ist es ein interessantes Problem, aus diesen Kennt-
nissen eine Abschitzung fiir den Konvergenzradius der Entwicklung (47) zu
gewinnen. Hierbei sind allgemeine funktionentheoretische Methoden sehr
erwiinscht, weil die Koeffizientenrekursion fiir die a,, uniibersichtlich ist. Wir
behandeln ein ziemlich spezielles Problem, das THRoON, CHOWLA, KEMPNER
und RivLIN (vgl. [9]) aufgeworfen haben.

,2
(50) i@y =¢—1=z2+2+
hat genau eine formale Reihenlésung der Form

(s ]
1) = 2,a,2",
namlich
- zz 23 v -

(51) fe) =2t 5+ o+

wie man durch eine leichte Rechnung bestitigt. Die Berechnung der Koeffi-
zienten gz, ist aber recht kompliziert und ihre GréBe ist von vornherein gar
nicht klar. Was ist der Konvergenzradius ¢ von (51)? TrrRoN [9] erwdhnt
seine Vermutung g = 0 und beweist, daB es keine ganze Losung von (50) gibt.

Soviel folgt sofort aus unserem Satz 8 oder Satz 11, Wir schlieBen unsere
Arbeit mit dem folgenden Ergebnis ab:

Satz 17. Es sei F(2) =e"—1; fir jedes velle o sei F,(2) die durch

(52) F (5} =F{F@)}
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eindeutig bestimmie formale Reihe der Form

(53) E@ =2+ z2+2am
m=3

E,(z) hat cinen positiven Konvergenzradius genau dann, wenn ¢ eine ganze Zahl
ist. Fiir ganzes c=n>0 ist E(z) die n-te Iterierte von F(2), also eine ganze
Funktion; fir ganzes ¢ =n<0Q ergibt Fy(z) die inverse Rethenentwicklung zu
E_ (7).

THRONs Vermutung bildet den Fall o=%.

Wir schicken voraus den einfachen’

Hilfssatz 5. z, sei eine feste Zahl fiir die Re 2y 2 0 und zy==0 gelien, dann
liegt der Hauptwert log(4+zp) vm H albkreis Re >0, |2] <|z).

Bewers.
2

f" d
1+1

0

[log (1 4-2g)| =

<fd|tl = |zo],

wenn man lings der Strecke arg{=arg 2, integriert. Andererseits "gilt
Relog (1 + zp) =log |1+ %] >0.

Beweis von Satz 17. Die Eindeutigkeit und Existenz. von E (2) ergibt sich
leicht durch formale Rechnung; es zeigt sich, daB die a,,{g) in (53) reell sind.
Die Behauptung liber ganzzahlige g-Werte folgt sofort aus'der Eindeutigkeit
von E,(z), wenn man- die Iterierten von F(z) im Nullpunkt entwickelt. Es
bleibt der Fall von nicht-ganzen o zu betrachten.

Konvergiert F,(z) in |z| <0, 0>0, so konverg1ert die inverse Reihe G, (z)
zu E (z) in |z| <o, 0'>0. F,(2) erfiillt (52) nicht nur als formale Potenzreihe
fiir eine Umgebung von 2=0; hieraus folgt

F{Gy(9)} = G {F(5)}-
G,(z) hat die Entwicklung

G, {z) =z —g—.zz—{—O(z‘*).

‘Daher ist G,(2) =F_,(z) und F_,(z) konvergiert. in lz| <¢’. Es geniigt also
die Behauptung des Satzes fiir ¢>>0, ¢ nicht ganz, zu beweisen. Zuerst ist
klar, daB F,(z) keine ganze Funktion ist, denn nach Satz 8 sind F,(z), #n>>0
ganz, die einzigen mit F(z) vertauschbaren ganzen Funktionen. Der Kon-
vergenzradius von F,(z) sei o. Die Annahme >0 fithrt auf einen Wider-
spruch:

Es sei p>>0. (i) Dann hindert keine Singularitit die Fortsetzung von (53)
in der Halbebene Re z> 0; denn sonst gibe es ein kleinstes > 0, zo dem
eine singulire Stelle zy: Re 2= 0, |%] —7 existiert. Nach Hilfssatz 5 ist der
Hauptwert von log(1-+2,) ein regulirer Punkt von F(z). Die Funktion

@(z) = F[F {log (1 + 2)}] = F [ {F,(2)}]
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stimmt in einer Umgebung des Nullpunktes mit F,(z) iberein und gewdhrt
eine regulire Fortsetzung von F,(z) iiber z, hinaus. Dabei verstehen wir (wie
im ganzen Verlauf des Beweises) unter log(14z) den in der aufgeschlitzten
Ebene z=3=r¢'", r 21, reguldren Zweig,
L fer) der im Nullpunkt verschwindet.

(ii) z2-—~F(z) bildet Re # >0 auf das
AuBere und den Rand des Kreises

@\ lz41|=1 ab. Schneiden wir die
NN Ebene von —oo bis —2 lings der

& 4 recllen Achse auf. Dann kénnen wir
; wieder F, (z) mittels @(z) in das auf-
geschlitzte Gebiet |z +1| = 1; 2767,
2K r<oo, eindeutig fortsetzen.
(iii) Wir nehmen zu ¢, —z<a< —1 oder 1 < a<n einen Weg I'(x)

Fig. 1

&) T,
52) { (@) Q—%—t.r 0TS } fir 1 <0<,
o-t+1a, 0=Z0o>— 00
Ia): 0-+%7, O
(53) { () +IL,T T2 } fir —ax<a—1.
ct+ta, 0=0>—

2—F(2) bildet I'(x) auf einen Weg aB, der vom Nullpunkt bis zum Winkel «
auf dem Kreisrand |z+1|=1 und dann radial gegen —1 lduft. Auf diese
Weise wird F,(z) durch ®(z) in die Gebiete '

G —147¢£° o<r<gi, 150<m,
G —14-r6® o<r<g1, —n<OI—1,

und

fortgesetzt.

Man nimmt nun weitere Wege I'(x): (52) bzw. (53) mit sin1 S a <1 bzw.
—1<axsin(—1) und erhilt eine entsprechende Fortsetzung von F (2} in
die Gebiete

G, —14+r6° o<r<i, sin1LO<,

BP: —147r69, o<r=1, —1 <@ —sint.
Nach # soichen Schritten komint man zu.zwei Gebieten @), G der Form:
GN: —1 4769, 0<' r<i, sing, ) (N < @ <sing,_y (1),
B®: —1+76° 0<r<1,  —sing_g(1) <O —sing_y (1),
wobei sing, z die n-te Iterierte von sin z ist. Fur n—co st nun sin, 1 eine

monoton abnehmende Folge von positiven Zahlen und hat einen limesy,
fiir den siny=7. Also strebt sin,1->0.

Wir sehen, daB wir F,(z) itberall in die Ebene fortsetzen kdnnen, wenn
wir die reelle Achse von — oo bis 0 wegnehmen. Auf dem Konvergenzkreis
|2z| = o liegt mindestens eine singulire Stelle von F, (z), also ist diese eindeutig,
und zwar der Pankt —p. Daraus leiten wir jetzt einen Widerspruch her.
Fiir —p<x ist E,(x) reell, weil alle a, reell sind, und fir —o<x<Q ist

und
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E (x)>x. Denn es ist F,(0)=0, und fiir kleine negative x ist F(x)>x;
wenn E,(x,) < %, —0<<%p<<0, so wire F, (%) =z, fir ein x,< %, <0, und
wenn x, der groBte solche Wert ist [also F (x)>x fiir % < x5 0], so 1st
F,(F(xy)) =F (E (%)) =F(x,). Aber es gilt x,<F(x)<0, entgegen der Defini-
tion von #;. Also gilt F,(x)> x fiir #>—p. Nun gilt F(—g)> —p, so daB
sich F, {F(z)} regulir in — o verhalt und auBerdem ist F, (F(— g)) >F(—g)>—1.
Also gibt ¥(x) = F,[F, {F(%)}] eine regulire Fortsetzung von F,(x) lings der
negativen reellen Achse von 0 bis — g und liefert eine reguldre Entwicklung
im Punkt —g. Dann wire aber jeder Punkt des Konvergenzkreises eine

reguliire Stelle. Die Annahme p>0 ist also falsch.
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